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Vorwort zum ersten Bande. 


Geordnet nach der Zeitfolge ihrer ersten Veréffentlichung sind 
in dem vorliegenden Bande diejenigen in den Jahren 1865—1887 ver- 
Offentlichten wissenschaftlichen Abhandlungen des Unterzeichneten in 
neuem Abdrucke vereinigt worden, welche auf die Flachen kleinsten 
Flacheninhalts Bezug haben. 


Der Koniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften in 
Berlin spreche ich fiir die Liberalitét, mit welcher dieselbe den Ab- 
druck der im Jahre 1871 auf Kosten der Kéniglichen Akademie ge- 
druckten Preisschrift ,Bestimmung einer speciellen Minimalflache“ 
mir gestattet hat, meinen ehrerbietigsten Dank aus. 


Vor dem Abdrucke sind alle Abhandlungen einer wiederholten, 
sorgfaltigen Durchsicht, beziehungsweise Bearbeitung unterzogen’ 
worden: iiberall da, wo es wiinschenswerth erschien, einen Ausdruck, 
der mich weniger befriedigte, durch einen anderen zu ersetzen, bin 
ich bemiiht gewesen, einen besseren an die Stelle zu setzen. Ausser 
wenigen Druckfehlern habe ich nur eine kleine Zahl von Ungenauig- 


_keiten zu berichtigen gefunden. 


Die bei Gelegenheit des Neudruckes zu einzelnen Abhandlungen 
hinzugefiigten Anmerkungen und Zusitze sind am Schlusse des Bandes 
vereinigt. Da im Texte der Abhandlungen auf diese Zusitze nicht 
verwiesen werden konnte, erlaube ich mir, an dieser Stelle auf die- 


selben hinzuweisen. 


Die verehrliche Verlagsbuchhandlung ist allen meinen, die aussere 
Ausstattung betreffenden Wiinschen mit der gréssten Bereitwilligkeit 


Vile Vorwort. 


sa 


entgegengekommen. Die diesem Bande beigegebenen vier lithographi- 
schen Figurentafeln verpflichten mich zu besonderem Danke. 


Bei der Correctur der einzelnen Druckbogen dieses Bandes bin. 
ich von Herrn Dr. Diestel in dankenswerther Weise unterstiitzt 


worden. ; 


Gottingen, im Januar 1890. 


iy | 7 H. A. Schwarz. 
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Ueber die Minimalflache, deren Begrenzung 

als ein von vier Kanten eines reguliren 

Tetraeders gebildetes raumliches  Vierseit 
gegeben ist. 


Im April 1865 von Herrn Kummer der Kéniglichen Akademie der Wissonschaften zu Berlin 
mitgetheilt, Monatsberichte der Kéniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 
1865, Seite 149—153. 


Mit der in den kleinsten Theilen &hnlichen Abbildung der Ge- 
sammtoberflaéchen der regelmiéssigen Polyeder auf die Kugel hangt 
eine Anzahl von Minimalflichen zusammen, auf denen unendlich viele 
Gerade liegen, welche einander zum Theil schneiden. 

Zu diesen Flaichen gehért als einfachste unter ihnen die durch 
vier Kanten eines regelmissigen Tetraeders gehende und innerhalb 
dieser Begrenzungslinie kleinste Flaiche, welche aus der conformen 
Abbildung der Oberfliiche eines Wiirfels auf die Kugel entspringt. 

(Die Modelle, welche gleichzeitig mit der Mittheilung dieses Auf- 
satzes an die Kénigliche Akademie derselben vorgelegt worden sind, 
werden durch die auf den Figurentafeln 1, 2 und 3 enthaltenen Zeich- 
nungen veranschaulicht.) 

Bezeichnen &, y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in 
der Ebene, X, Y, Z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im 
Raume, so stellen bekanntlich die Gleichungen 

re 2é aS 27 ae 2+ 77-1 
—Frett’ ' > Fey 


Pepi’ 7 = Byes 

die Flaiche einer durch Verwandlung mittelst reciproker Radien aus 
dieser Ebene entstandenen Kugel dar, auf welche die Ebene in den 
kleinsten Theilen ahnlich abgebildet wird. 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 1 
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Das Integral 


+0 1 , ) 
pron =| 5 as amd) et 
,  Vi-14E+ ni)'+ E+) 


dessen Umkehrung zwilfdeutig ist, bildet die Ebene (§, 7) in den 

kleinsten Theilen ahnlich auf ein Netz ab, welches entsteht, wenn die 

Oberfléiche eines Wiirfels auf die Ebene (p,q) wnendlich oft ausge- 

breitet wird und welches alsdann diese Ebene zwélffach bedeckt. 
Durch die Substitution 


{1423 (E+ ni)'—( + ni) ena 
1-2 VB (E+ ni —(E + ni) 


verwandelt sich dieses Integral in 


pti = <q if a 
227) Vu(w—t) ’ 


so dass diese Abbildung nur von elliptischen Functionen abhingig 


ist, und zwar von den lemniscatischen mit dem Modul Vi. 

Die conforme Abbildung auf die Kugel ist hierbei eine derartige, 
dass alle Kanten des Wiirfels, die Diagonalen und Mittellinien seiner 
Seitenflichen sich auf Theile griésster Kreise abbilden und dass jedem 
Punkte der Wiirfeloberflache, welche man aus der Ebene (p, q) durch 
Zusammentfalten herstellt, nur ein Punkt der Kugel entspricht und 
umgekehrt. 

Jeder in den kleinsten Theilen ahnlichen Abbildung der Ober- 
fliche einer Kugel auf eine Ebene, bewirkt durch eine Gleichung von 
der Form 


? 


dX*4aY* PdZ? = “ee 


entspricht, wie Herr J. Weingarten im Crelle- Borchardt’schen 
Journal Bd. 62, 8. 160 gezeigt hat, eine bestimmte Minimalfliche durch 
die Gleichungen 


ox ox 

dz = Q jp Gy): 
oY Ox, 

dy = @ ph ag 
OZ OZ 


Setzt man 


(as) 


von vier Kanten eines reguliren Tetraeders gebildet wird. 


V1-14(E + ni + E+ ni) = v(cosp+ising), 


wo also 7, cos, sing algebraische Functionen von £ und y sind, go 
findet man fiir den Hauptkriimmungsradius o der Minimalfliche und 


fiir die Differentiale der Coordinaten eines Punktes derselben die 
Gleichungen 


(E+ +1) 
47? : 


i} 
da = 9,7 (1— + 9") (cos 2g dé + sin 2 dy) — 26 y (sin 2p dé — cos 2p dy)|, 


1 
dy = Oe (1+ &—y") (sin 2p d&— cos 2—p dy) — 2& y (cos 2g dé + sin 2p dy)}, 
rere a 


gel 28 (cos2pdé+sin2pdy) + 2n (sin 2p d&—cos2pdn)]. 


Das Modell I (siehe die Zeichnung auf Taf. 1.) stellt dar einen 
einfach zusammenhingenden Theil M der Minimalfliche, welcher einer 
Seitenfliche des Wiirfels entspricht. Das Gestell, die Umgrenzung, 
ist aus schwachem Draht gefertigt, der in die Form der Seiten eines 
rdumlichen Vierseits A BCD gebogen ist und vier Kanten eines 
regelmissigen Tetraeders darstellt. Diese vier. Geraden auf der 
Flache entsprechen den Seiten des Quadrats. Das Flachenstiick selbst 
ist dargestellt durch eine diinne Haut von Gelatine, welche vor den 
za dabnlichen Zwecken angewendeten Lamellen von Glycerinseifen- 
wasser den Vorzug der Bestiindigkeit in trockenem Zustande hat. 

Die Flache geht durch den Mittelpunkt des Tetraeders hin- 
durch, in welchem sich die Mittellinien desselben, die geraden Ver- 
bindungslinien der Mitten seiner Gegenkanten schneiden. Von diesen 
steht die eine J K normal auf der Flache, wiéhrend die beiden anderen, 


EF wid GH, wie aus der Discussion der angegebenen Gleichungen 


hervorgeht und wie das Modell zeigt, ganz auf der Flache legen; sie 
entsprechen den Mittellinien des Quadrats. 

Ein besonderes Interesse erhilt die Flache durch ihre Fortsetzung, 
weil sie die Higenschaft hat, aus lauter congruenten Theilen zu be- 
stehen, von denen einen Modell I darstellt. 

Indem man zwei Exemplare des Modells I in geeigneter Weise. 
lings emer Kante zusammenhilt, kann man sich tiberzeugen, dass 
dieselben lings dieser Kante in allen Punkten gemeinschaftliche Tan- 
gentialebenen haben. 

Sechs solche in einer Ecke zusammenstossende Theile, welchen 

1* 
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drei, in derselben Ecke des Wiirfels zusammenstossende Quadrate ent- 
sprechen, stellt das Modell II dar. (Siehe die Zeichnung auf Taf. 2.) 
Errichtet man auf den sechs gleichseitigen Dreiecken, in welche ein 
regelmiissiges Sechseck (2, 4, 6, 8, 10, 12) durch seine drei Hauptdia- 
gonalen (2—8, 4—10, 6—12) getheilt wird, abwechselnd nach der einen 
und nach der andern Seite regelmissige Tetraeder, so bilden die von 
den Ecken des Sechseckes ausgehenden Tetraederkanten, welche nicht 
Seiten desselben sind, das Gestell fiir das Modell II. 

Zwei Exemplare des Modells II, in entsprechender Weise anein- 
ander gehalten, zeigen den weiteren Verlauf der Flache. 

Das Modell III (siehe die Zeichnung auf Taf. 3.) veranschaulicht, 


wie sich die Fliche von den Keken des Modells II aus fortsetzt, die 


nicht Ecken jenes Sechseckes sind, und zeigt, wie dieselbe theilweise 
in sich zuriickkehrt. 

Zwei gegeniiberliegende Seitenflaéchen eines regelmissigen Oktae- 
ders fasse man als Grundflichen desselben auf und denke sich auf 
die anderen Seitenfliichen desselben regelmissige Tetraeder von gleich 
langer Kante aufgesetzt. Die sechs nicht in den Grundflaichen des 
Oktaeders liegenden Kanten desselben und deren Gegenkanten in den 
einzelnen Tetraedern liegen auf der Flache und bilden das Gestell 
fiir das Modell III. Das durch zwei gleichseitige in den Grundflachen 
des Oktaeders liegende Dreiecke begrenzte, zweifach zusammenhin- 
gende Flachenstiick , welches durch dieses Modell dargestellt wird, 
enthalt ausser den genannten Geraden noch sechs Gerade, Mittellinien 
jener Tetraeder, und liegt ausserhalb des Oktaeders, in dessen inneren 
Raum die Flache auch in ihrer Fortsetzung nicht eintritt. Denkt 
man sich auf die beiden Grundflichen des Oktaeders regelmdssige 
Tetraeder von gleich langer Kante aufgesetzt, so tritt auch in diese 
die Fliche nicht em. Von den Kanten dieser Tetraeder liegt keine 
auf der Flaiche. In Bezug auf die vier Seitenflichen derselben ist die 
Fliche sich selbst congruent; man kann auf dieselben wieder Oktaeder 
aufsetzen, in welche die Fliche nicht eintritt — und erhdlt durch 
Fortsetzung dieser Construction einen kanalformig abgegrenzten Raum, 
der sich von jedem der zuletzt erwihnten Tetraeder aus, sowie den 
denselben entsprechenden Tetraedern, nach vier Richtungen spaltet, 
im Endlichen zum Theil in sich zuriickkehrt und sich nach jeder 
Richtung hin ins Unendliche erstreckt. Dieser Raum liegt auf einer 
Seite der Flaiche; auf der anderen Seite liegt ein ihm congruenter; 
die Fliche tritt nur in die vom ganzen Raume noch tibrig bleibenden 


von vier Kanten eines reguliren Tetraeders gebildet wird. 5 


Tetraeder ein. — Auf diese Weise erhilt man eine vollstiindige Er- 
fiillung des Raumes durch Aneinanderlagerung regelmissiger Oktaeder 
und Tetraeder. 

Aus dem Gesagten’geht hervor, dass sich die Flache in periodi- 
scher Wiederholung durch den ganzen unendlichen Raum verbreitet, 
ohne dass ihre Continuitét an irgend einer Stelle unterbrochen wird 
und ohne dass sie sich selbst schneidet oder (reelle) Knotenpunkte 
bekommt. 


Bestimmung einer speciellen Minimalflache. 


Eine yon der Kéniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 4, Juli 1867 gekrénte 
Preisschrift. Nebst einem Nachtrage wnd einem Anhange. 


Die physikalisch-mathematische Klasse der Kéniglich Preussischen 
Akademie der Wissenschaften hat fiir das Jahr 1867 folgende mathe- 
matische Preisfrage gestellt: 

»Hs soll irgend ein bedeutendes Problem, dessen Gegenstand 

,der Algebra, der Zahlentheorie, Integral-Rechnung, Geometrie, 

»Mechanik und mathematischen Physik angehéren kann, mit Hiilfe 

»der elliptischen oder der Abelschen Transcendenten vollstiindig 

»gelést werden.“ 

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit einer, wie der Verfasser 
glaubt, nicht ganz unwichtigen Aufgabe, wélche der Forderung der 
Akademie insofern wenigstens entspricht, als deren vollstiindige Lé- 
sung mit Hiilfe der elliptischen Functionen erhalten wird. 

Bei dem Versuehe, durch ein von vier geraden Strecken gebil- 
detes Vierseit die kleinste Fliche zu legen, ergibt sich, dass diese 
Aufgabe in gewissem Sinne vollstiindig gelést werden kann, wenn 
dieses Vierseit eine durch zwei gegentiberliegende Ecken gehende 
Symmetrie-Ebene besitzt. 

Werden die vier Seiten dieses Vierseits gleich lang angenommen, 
und jeder der vier Winkel als 60° = 42, eine Annahme, welche der 
Untersuchung sich zuerst darbietet und in gewissem Sinne als ein- 
fachste und niichstliegende Specialisirung der allgemeinen Aufgabe 
angesehen werden kann — von welchem Gesichtspunkte aus wird sich 
in der Folge herausstellen, — so ergibt sich, dass in diesem Falle 
nicht nur die Coordinaten eines Punktes der Minimalfliche sich durch 
elliptische Integrale ausdriicken lassen, deren_obere Grenzen einfache 


Bestimmung einer speciellen Minimalfliche. « 


algebraische Functionen zweier unabhingigen Variabeln sind, sondern 
dass auch die analytische Gleichung der Fliche selbst sich durch 
elliptische Functionen der Coordinaten rational ausdriicken lisst. 

Der vorliegende FaH scheint einer der ersten zu sein, in welchem 
Betrachtungen, die von einer gegebenen Begrenzungslinie ausgehen, 
in Verbindung mit der Theorie der elliptischen Functionen zu einer 
analytischen Gleichung der durch diese Begrenzungslinie gehenden 
Minimalfliche fiihren. 

Dieser Umstand ermuthigte den Verfasser, veranlasst durch die 
fiir das Jahr 1867 gestellte mathematische Preisfrage, die nachste- 

“hende Arbeit der Kéniglichen Akademie vorzulegen. 
Der erste Theil derselben beschaftigt sich 
mit der Untersuchung einer Minimalfliche, welche durch vier 
Kanten eines réumlichen Vierseits geht, innerhalb desselben 
einfach zusammenhingt und keinen singuliéren Punkt besitzt, 
ferner 

mit der Integration der durch die vorangegangene Untersuchung 
‘sich ergebenden Differentialgleichung fiir den angegebenen ein- 
fachsten Fall. 

Der zweite Theil enthalt 

die Anwendung der Theorie der elliptischen Functionen auf 
diesen speciellen Fall, sowie einige besondere Untersuchungen, 
zu welchen derselbe~Veranlassung gibt und durch welche die 
Lisung der Aufgabe zu einem gewissen Abschlusse gebracht wird. 

Der ganzen Untersuchung werden zu Grunde gelegt die fiir die 
Theorie der Minimalflichen fundamentalen Entwickelungen, welche 
Herr W eierstrass in dem Monatsbericht der Akademie vom October 

1866 veriffentlicht hat. Die in dem ersten Theile dieser Mittheilung 
_[S. 612—625], welcher bis jetzt allein vorliegt, enthaltenen Satze 
werden im Folgenden als bekannt vorausgesetzt und wird durch An- 
gabe der Seitenzahl auf dieselben verwiesen werden. 
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Erster Theil. 


Es sei ein von vier geraden Strecken gebildetes raéumliches Vier- 
seit A BCD gegeben, welches eine durch die Ecken A und C gehende 
Symmetrie-Ebene besitzt. Durch dasselbe sei eine Minimalfléche gelegt. 

Es wird angenommen, das gegebene Vierseit begrenze auf dieser 
Fliche ein in seinem Innern von singuliren Stellen freies, einfach zu- 
sammenhingendes Stiick derselben, welches mit M bezeichnet werden 
mége. Ferner wird angenommen, dass bei dey getroffenen Voraus- 
setzung tiber die Gestalt des gegebenen Vierseits die Symmetrie-Ebene 
der Begrenzungslinie von M zugleich eine Symmetrie- Ebene des 
Flachenstiicks M selbst sei. *) *) 

Dieses vorausgesetzt, denke man sich das betrachtete Flachen- 
stiick M in den kleinsten Theilen ahnlich abgebildet auf eme Halb- 
ebene u, in der die imaginiren Theile der complexen Grosse w positiv 
sind (fig. 1.), so dass der Umgrenzungslinie der Fliche in der Ebene 
die Axe des Reellen entspricht. — |[A. a. O. S. 612.] 
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Diese Halbebene mége die obere heissen und der geometrische 
Ort der Grésse w sein; die andere, untere Halbebene sei der geo- 
metrische Ort der zu wu conjugirten complexen Grosse w,. 

Die vier Punkte, welche den Ecken A, B,C, D der Fliche ent- 
sprechen, seien 4), %), Ug); %»- Liewen dieselben alle vier im End- 
lichen, so entspricht der unendlich entfernte Punkt der Halbebene u 
einem Punkte der Fliche, in welchem sie den Charakter einer algebrai- 
schen Flache hat; derselbe ist dann im engeren Sinne kein singulérer. 


*) Diese Nummern bezichen sich auf die in dem Anhan ge zu dieser Abhand- 
Jung enthaltenen mit denselben Nummern bezeichneten Anmerkungen. 
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Wird die Halbebene ~ durch die rationale Function ersten Grades 


U—U,) 


C= ae auf eine Halbebene v in den kleinsten Theilen dhnlich 
(8) 


abgebildet, so entsprechen den Punkten w= t,), Ua) Ug» Uy bezieblich 
die Punkte v = 0, vy, 0, ¥. (Fig. 2.) Es ist zu erwarten, dass bei 


Fig. 2. 
| 
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\ 
f 
1 
' 
? 1 
eae ee hey Mh Vip) = eS) 


dieser Abbildung der Durchschnittslinie der Minimalfliche mit ihrer 
Symmetrie-Ebene eine durch den Punkt v = 0 gehende, auf der Axe 
des Reellen senkrechte Gerade entsprechen wird, wihrend je zwei 
Punkten der Flache, welche in Bezug auf die Symmetrie-Ebene sym- 
metrisch sind, in der Abbildung zwei Punkte entsprechen, welche in 
Bezug auf diese Gerade symmetrisch sind. Es wird daher angenom- 
men, dass die vier singuliéren Punkte eine solche gegenseitige Lage 
haben, dass v,, = —Vq ist, oder dass 


Way — Ua) oe wD Ug Ua ist. 
Ua Urs) Ue) — Us) 


Die Formeln des Herrn Weierstrass sind nun [a. a. O. 8. 616] 


i = w+ a Ge (w)—H? (u)) du, 


Wo 

Y = Yt n fie (w) + H” (u)) du, 
Uo 

cae aa i 2G. (w) H(u) du, 
Uy 


wo mit w, irgend ein bestimmter Punkt der cbheren Halbebene be- 
zeichnet ist, welchem der Punkt x,, y,, 2 der Fliche entspricht, und 
wo der vorgesetzte Buchstabe 9 andeutet, dass nur der reelle Theil 
der folgenden Function genommen werden soll. 

Es migen diese Formeln folgendermassen geschrieben werden; 
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DES oth (G? (uw) —H? (u)) du +} rf ( GH (a,) — HH? (u,)) du, 
Wo) U1(0) 

y = nth [iGO +H) du —4 f 1(Gi(u,) +H) dy 

Ua) U14() 
= s+ af 2G (u) H (wu) du + +f 2G, (u,) H, (u,) du,, 

Uo) U4 (0) 
WOTIN U,, Um, Gi,), H,(u,) die conjugirten Werthe zu 
G(u), H(u) bezeichnen. Die Veranderlichkeit von 
w ist auf die obere, diejenige von w, auf die untere Halbebene be- 


' 


Te, Ue 
schrankt. 

Die Functionen G(w), H(u), G,(u,), H,(u,) haben fiir alle Werthe 
ihrer Argumente den Charakter ganzer rationalen Functionen, mit 
Ausnahme der Werthe u,,, %, UW und %,,). 

Es ist nun die Bedingung aufzustellen, welcher diese Functionen 
geniigen miissen, damit den Strecken wu, +++ ta) Ue) *** Us Ug oo? Yay 
und w, ++: %,, der Axe des Reellen auf der Flache gerade Linien ent- 
sprechen, welche sich unter den vorgeschriebenen Winkeln an ein- 
ander anschliessen. 

Die Axe des Reellen gehért sowohl zu dem Gebiete von wu als zu 
dem von w,, auf derselben ist vu, = w und du, = du. 

Die Cosinus der Winkel, welche die der Strecke w,.--+ aw.) ent- 
sprechende Seite AB des porehenan Vierseits mit den Coordinaten- 
axen bildet, seien «, B, y; das Linienelement der Fliche werde mit 
dl bezeichnet, so miissen, wenn der Grésse w nur solche Werthe bei- 
gelegt werden, welche der Strecke wu, --- % angehdren, und #, = wu, 
du, = du gesetzt wird, die Gleichungen bestehen 

de = adh dy =" dl. dere idl, 

Es ergibt sich dl = (GG,+ HH, ) du. 

Hieraus folgen die Gleichungen 

| G— H+ Gi —Hi = 20(G6 4.88, ), 
i(@*+ H*)—i(@ + H2) = 26(G6,+ HHL), 
24GH+ 2G, H, = 2y(GG,+ HH,). 


Mees H, 
Wird jee eee x = 5s, gesetzt [a. a. O. 8.618], wo also s und 


Ss, conjugirte Gréssen sind, so folgt 
G(1—s*) + Gid—si) = 2«GG,(1+ss,), 
1G?(1+s")—71Gi(1+ si) = 26GG,(1+ss,), 
2G°s+2Gis, 2 GG,1+ss,). 


| 
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Die Eliminationsgleichung fir diese in Bezug auf G und G, ho- 
mogenen Gleichungen ist 


& les? 1—si 


fa idaes 6 a(t sty} =: O, 
y 2s 2s, 


oder 


=e (65 Teck 0. 


2i(ss,+1)fa(s+s,) + p25 


Der Factor ss,+1 wird fiir conjugirte Werthe von s und s, nie- 
mals gleich Null. 
Die Gleichung 


«(s-+8,) +B! + p(s8,-1) = 0 


ist in Bezug auf s und in Bezug auf s, vom ersten Grade. Als 


: : . S+8 S—Ss 
Gleichung einer reellen Curve angesehen (wobei ae und oF ; 
a a 


die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve 
sind), stellt dieselbe einen Kreis dar, welcher den um den Punkt 
s = 0 mit dem Radius 1 beschriebenen Kreis in zwei diametral 
gegentiberliegenden Punmkten schneidet und dem daher bei der Pro- 
jection auf die Kugel [a. a. O. 8S. 618] ein griésster Kugelkreis 
entspricht. 

Zuniichst gelten diese Gleichungen nur fiir die Strecke w,, +++ wy. 
Fiir die folgende Strecke w,, +++ 4, nehmen die Constanten «, B, y 
andere, von der Richtung der folgenden Seite des gegebenen Vierseits 
abhangende Werthe an, so dass fiir diese Strecke zwischen 


ae 


iT 
$= — und 5, = 


G G 


wieder eine Gleichung ersten Grades besteht, welche jedoch yon an- 
deren Constanten abhingt. 
Aus den obigen Gleichungen folgt 
dx +idy = (Gi—H"*) du = (a+ Bi) GG,(1+ss,) du, 
da—idy = (G’—Hi)du = (a— Bi)GG(1+ss,) du, 
mithin ist lings der Strécke w,) +++ U.) | 
(a —Bi)(G2—H*) = (w+ Bi)(@—H?). 


: p G : 
Vermige dieser Gleichung ist der Quotient aay als Function von 
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s und s, bestimmt. Wird némlich H = G-s, H, = G,-s, gesetzt, 
so ergibt sich 

Ces ot + Bi -+ (oc — Bt) s* 

GG a— pit (a+ Br) s} 


Nun ist in Folge der zwischen s und s, bestehenden Gleichung 


_ ¥—(o—fi)s 


* a+ pitys ’ 
(a+ B+ y*)(@ + Bi + (@ —Bt) 8") 


a—pit(a+pi)si = 


(a+ Bi + ys)" 
und daher, weil «+ f’+y7? = 1, 
G: ds, \” 
Ge Bes) Sie ) 
Wird also 
Nosh Sen (OS \e yet <5 (Gee 
Cia =~) -D(u), Gi = -2 ae ® (u,) 
gesetzt, so ergibt sich aus der letzten Formel, dass langs der Strecke 
Uy *** Ug D,(u,) = O(u) zusetzen ist, d.h. die Function ®(u) stimmt 
auf einem Theile der Axe des Reellen mit ihrer conjugirten ®,(w) 
iiberein, — ihr Werth ist demnach lings der ganzen Strecke reell. 
Derselbe Schluss lasst sich fiir jede Strecke der Axe des Reellen 
machen, mithin stimmt die Function iG’. S lings der ganzen Axe 


des Reellen mit ihrer conjugirten iiberein. Wenn daher das Gebiet 
der Veranderlichkeit von w tiber die Axe des Reellen hinaus auf die 
untere Halbebene ausgedehnt wird, so ist die Function ®,(u,) die ana- 
lytische Fortsetzung der Function ©(w), oder es ist fiir alle Werthe 
von u (wv) = D(u).”) 

Da diese Function in beiden Halbebenen eindeutig erklart ist, 
lings der Axe des Reellen nur reelle Werthe hat, mithin auch in 
der Umgebung jedes singuliren Punktes der Axe des Reellen ein- 
deutig fortsetzbar ist, so ist die Function ©(w) tiberhaupt eine ein- 
deutige analytische Function ihres unbeschrinkt veranderlichen Argu- 
mentes. 

Es handelt sich nun darum, die Variable s in geeigneter Weise 
durch eine analytische Gleichung als Function von w zu definiren. 
Zu diesem Zwecke midge ein aus der Grésse s, beziehungsweise aus 
den in Bezug auf die Grésse w genommenen Ableitungen der Grosse 
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Ss zusammengesetzter Ausdruck W(s) = F'(w) aufgesucht werden, 
welcher fiir alle Punkte der Axe des Reellen mit seinem conjugirten 
P(s,) = F(u,) iibereinstimmt und fiir alle im Innern der oberen 
Halbebene liegenden Werthe von w den Charakter einer rationalen 
Function hat. 

Diese Function F'(w) ist fiir reelle Werthe von w nothwendig 
reell, in der Umgebung jedes singuliéren Punktes der Axe des Reellen 
eindeutig fortsetzbar und daher eine eindeutige Function von wu, wenn 
das Gebiet dieser veranderlichen Grosse auf die ganze Ebene ausge- 
dehnt wird. Mithin ist fiir alle Werthe von w F(u) = F'(u), also 
auch @(s) = W(s). 

Wenn nun s und s, zu demselben reellen Werthe von wu gehoren, 
sO muss (s) = UF (s,) = W(s,) sém. “Die Grésse~s, ist lings jeder 
einzelnen der vier von den singuliiren Punkten gebildeten Strecken 
eine rationale Function ersten Grades von s, wihrend die Constanten 
dieser Function fiir die verschiedenen Strecken verschieden sind. 

Um von diesen Constanten unabhingig zu werden, wird die Auf- 
gabe gestellt, einen aus der Grésse s, beziehungsweise den Ablei- 
tungen derselben gebildeten Ausdruck zu bestimmen, welcher unge- 
aindert bleibt, wenn fiir das Argument s irgend eine rationale Function 
Set Os mit constanten Coefficienten gesetzt wird. 
C,s+C, 

Eine solche Function wird erhalten, wenn’ s als Function der 
unabhingigen Variablen w angesehen wird und aus der Function 
Cs 60: 
C,s+C, 
entfernt werden. Dies ergibt den Ausdruck *) 


ersten Grades von s, 


die Constanten nach und nach durch Differentiation 


ey eg 362 tog 
OTN du? ne du *® \ du log du 


d? ds é SiN cae 
~~ de log du oti du log Gude ES): 


Man setze W(s,u) = #(s) = F(u). Diese Function von w ist 
fiir alle Punkte der oberen Halbebene und der Axe des Reellen mit 
Ausnahme der singuliren eindeutig definirt. Die conjugirte Function 
F(u,) ist in gleicher Weise fiir alle Punkte der unteren Halbebene 
eindeutig definirt und stimmt fiir alle Punkte der Axe des Reellen 
mit F(u) iiberein. Die Function F(w) ist mithin in der Umgebung 
jedes Punktes eindeutig fortsetzbar und ist deswegen eine eindeutige 


Function von %. 
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Hiernach ergeben sich folgende Formeln *) 


== 52 
SASS apis Se 
C= oem f ‘(@ ; ® (uw) ds 
* du 


1+s° 


(ae) 


fo G — &(u) ds, 


Va vB] ® (u)ds, 


wihrend 


a 
@(u) und Te yee — aCe log at a= AS (5) dt (0) 


eindeutige Functionen von w sind, die fiir reelle Werthe von w gleich- 
falls reell sind. 

Die Differentialgleichung @(s) = /'(w) muss sich so integriren 
lassen, dass die fiir reelle Werthe von w zwischen der Grésse s und 
der conjugirten s, bestehende bilineare Gleichung die Form 


u(s-+8,) +B +7(s8,-1) = 


hat, wo a, B, vy reelle Zahlen bedeuten, welche fiir alle Werthe von 
w lings jeder der vier durch die singuliren Punkte gebildeten Strecken 
der Axe des Reellen constant sind. 


Es mége nun gesetzt werden 
| 


s= u, D (w) — u”, 


wo 0 eine reelle Zahl, m eine positive oder negative ganze Zahl | 
bedeutet. 


Unter diesen Voraussetzungen ist 


ae = —R fi (we— ut? ur du, 
0 


an i — (w+ ut) tt du, 


Gey o| 


‘= gh [aie du. 
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5 
Soll dem Werthe w = 0 ein im Endlichen liegender Punkt der 
Fiche entsprechen, so miissen diese Integrale fiir « = 0° endlich 


bleiben. Diese Bedingung ergibt 
—d+m+1i>-—1, O+m+1>-—1, m+1>—I. 
Der kleinste Werth, den m haben kann, ist —1. Der Exponent 0 
darf seinem absoluten Betrage nach m+2 weder erreichen, noch 
tibersteigen. 
Wird zu Polarcoordinaten itibergegangen und wu =~r-e, u, = 1r-e 


gesetzt, wo gm alle zwischen 0 und a hegenden Werthe annehmen 
kann, so ergibt sich 


* +0 (m4-2)pi —)  ~(m+2)pi 
s v m+2 Opi Yr ag Pp On 
lt eet 280 re Sgn big eda? 
. m+2 
es Roe us (eet) Pen Pe 
5 oO m+2 Ip 
; a) i) 
siti ist fiir 7 ———— ordésser als ———_——. 
Ist nun 0 positiv, so ist fiir 7 <1 Ge ne Q Peres 
Fiir kleine Werthe von r ist bis auf Gréssen mit dem Factor r7t?+? 
: -d 
° v es (n+2—0) pi 
; ee 
ay! 6 m+2—Jd 


Wenn w einen Halbkreis mit kleinem Radius 7 um den Punkt 


= () beschreibt, so beschreibt #+yr naherungsweise einen Kreis- 
nt 2—J 
yt? 


0 m+2—d 
gleich (m+2—0)x ist und zwar ist der Sinn der Drehung hierbei 
der entgegengesetzte. 

Dem Werthe » = 0, der positiven Hilfte der Axe des Reellen, 
entspricht die Gerade 


am+-2— pntard 
(pen aoa | eM, 


‘dem Werthe » = 2, der negativen Hiilfte der Axe des Reellen, ent- 
spricht die Gerade 


bogen, dessen Radius gleich und dessen Centriwinkel 


i ymte—0 pte j 

9 —(m+2—0)70% ; a 

PL Soon Se Pi s+ aa) é 
dieses sind also zwei in der Ebene ¢ = 0 enthaltene gerade Linien, 


von denen die erste mit der zweiten den Winkel (m+ 2—0)% bildet. 
In dem Punkte « = 0, y = 0, e = O schliesst sich unter allen 
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Ebenen die Ebene z = 0 der Fliche am innigsten an, denn die Coor- 
dinate 2 eines Punktes der Fliche ist fiir kleine Werthe von 7 von 


der Ordnung der Grisse r”*, 2+yi ist dagegen von der Ordnung der 
m+2—0 


Grisse r°. 
Die Gleichung 
s m+2 
no He 


0 “m + 2 


Cee) = 0 


wird identisch befriedigt fiir jeden Werth von m, welcher der Gleichung 
(m+2)p = nx geniigt, wo eine ganze Zahl ist. Dies zeigt an, 
dass es zwischen den beiden Werthen g = 0 und » = z noch m+1 
Werthe fiir g gibt, fiir welche die Gleichung z = O identisch be- 
friedigt wird. Diesen entsprechen m-+1 gerade Durchschnittslinien 
der Flache mit der Tangentialebene im Punkte = 0, y = 0, 2 = 0. 

In den m+2 durch dieselben gebildeten Sectoren ist 2 abwech- 
selnd positiv und negativ; die erwihnten Geraden sind demnach ei- 
gentliche Schnittlinien der Flache und der Tangentialebene. Soll nun 
die Fliche ganz auf der einen Seite der Tangentialebene liegen, 
wihrend g von O bis x wiachst, und dies ist die einfachste Annahme, 
so muss m = —I1 gewahlt werden. Unter dieser Annahme ist 6 eine 
zwischen 0 und +1 legende Zahl und der Winkel 


(m+2—0)x = (1—0)x 
ist kleiner als x. — 


Die angegebenen Formeln zeigen, wenn m = —1 gesetzt wird, 
dass je zwei Punkte der Fliache, welche den Annahmen 
0 yp = 7I-Q, und 7 = Vo. Ne 3% + Dy 
entsprechen, in Bezug aut ~eine Ebene, welche auf der Tangential- 
ebene senkrecht steht und den Winkel (1-0) halftet, symmetrische 
Punkte sind. Diese Ebene ist demnach eine Symmetrie-Ebene der 
Fliche. : 

Wird die Flache um den Punkt « = 0, y = 0, e = O herum 
fortgesetzt, d. h. werden der Grésse gm auch negative Werthe beige- 


legt, sowie solche, die grésser sind als x, so ergibt sich, dass je zwei 
Punkte der Flache, welche den Annahmen 


neal Wh Pp, = Ge und 7 = Vo) Da ee o 


entsprechen, in Bezug auf die Gerade, welche dem Werthe » = 0 
entspricht, symmetrisch liegen, dass also diese Gerade eine Symmetrie- 
axe der Fliache ist. ®) 
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Fiir die Annahmen 7, = 1,, », = 21+ , ergibt sich 
&, =, &o3 H+ y,t = (2+ Uaioe, 
in Worten: Durch eine Drehung der Fliche um die z-Axe und zwar 
um den Winkel 2(1—06) in negativem Sinne gelangt die Fliche mit 
sich selbst zur Deckung. 
Ist nun 0 eine Irrationalzahl, so wird die Flaiche sich um den 
singuliiren Punkt unendlich oft herumwinden, ohne sich zu schliessen. 


Dagegen wird dieselbe, wenn 0 eine rationale Zahl ist, 6 = ae wo 


p und q ganze Zahlen bedeuten, welche keinen gemeinsamen Factor 
haben, nach g Umlaufen von wu um den Punkt w = 0 in sich selbst 
iibergehen. Es hat hierbei «+yi in entgegengesetzter Richtung q—p 
Umlaufe um den Punkt a+ yi = 0 gemacht und der Punkt « = 0, 
y = 0, 2 = 0 ist, wenn q—p>1, ein (gq—p—1)facher Windungs- 
punkt der Fliche. 

Soll also die Fliache nicht die Singularitét eines Windungspunktes 
besitzen, so ist p = g—1 zu setzen. 

Die einfachsten Annahmen sind hiernach gq = 2 und q = 3. 

Bei der ersten Annahme hat die Fliche keine Singularitét in dem 
betrachteten Punkte; die Tangentialebene ¢ = 0 enthalt zwei sich 
rechtwinklig schneidende gerade Linien der Flache, welche in diesem 
Punkte, wie jede Minimalflache in allen nicht singuléren Punkten, eine 
sattelformige Gestalt besitzt. Die beiden Geraden sind Symmetrie- 
axen der Flaiche und die beiden Ebenen, welche durch die Normale 
der Fliche gehen und die Winkel der Geraden halbiren, sind Sym- 
metrie-Ebenen der Fliche. 

Aehnlich verhilt es sich in dem Falle g = 3, p = 2. Die Tan- 
gentialebene schneidet aber aus der Flache drei Gerade aus, welche 
sich unter Winkeln von 60° schneiden. Die Flache liegt abwechselnd 
auf der einen und auf der andern Seite der Tangentialebene, die Ge- 
~-yaden sind Symmetrieaxen, die Ebenen, welche die Winkel zweier 
benachbarten Geraden halbiren und die Normale der Flache enthalten, 
sind Symmetrie-Ebenen der Flache. 

Aus der obigen Annahme fiir s und ®(w) erhilt man ein allge- 
meineres Flachenelement mit derselben wesentlichen Singularitat, wenn 


man setzt ‘ 
s = uw (a,tau +a,v+--), 


® (u) = u"(bo+ bu + bu” +++), 
wihrend zugleich alle Constanten a und 6 reelle Werthe haben. 
Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. yy 
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Unter dieser Voraussetzung entsprechen der Axe des Reellen 
in der w-Ebene zwei unter dem Winkel (1—6)z sich schneidende 
gerade Linien, welche Symmetrieaxen der entstehenden Flache sind. 

Sind die Coefficienten derjenigen in den Klammern stehenden 
Potenzen von w, deren Exponenten ungrade Zahlen sind, s&émmtlich 
gleich Null, so bleibt auch die Eigenschaft der Flache erhalten, 
Symmetrie-Ebenen zu besitzen, welche die Normale der Fliche ent- 
halten und den Winkel zweier auf einander folgenden Geraden halbiren. 


In der Folge wird angenommen werden, dass die gesuchte Mi- 
nimalflaiche in den Ecken die Beschaffenheit habe, welche durch Fune- 
tionen der im Vorhergehenden angegebenen Natur analytisch ausge- 
driickt wird. 

Es bleibt noch zu untersuchen, welche Natur die Function ® (w) 
fiir unendlich grosse Werthe von w hat. 

Fiir « = oo hat s den Charakter einer rationalen Function, weil 
dem Punkte «# = oo nach der Annahme ein nicht singulirer Punkt 
der Flache entspricht. 

Die Normale der Flache sei in diesem Punkte nicht parallel der 
z-Axe; dann gilt fiir unendlich grosse Werthe von w eine Entwicke- 
lung von der Form 


a a 
s= S+—+ fee, 
U U 


: : : : de oath aes 
in welcher a, von Null verschieden ist. Wird fiir — die Grisse v 
u 


eingefiihrt, so ergibt sich 
OW) °(5) o(-) 
/ ds * as —7aaw ’ 
Da Oe) eS 
a ist aber endlich fiir 1 = 0, damit also dem Werthe » = 0 en 


im Endlichen legender ye aa und nicht singulérer Punkt der 
Flaiche entspreche, muss sich ———~ °G ) fiir limv = O einer endithen 


bestimmten Grenze nihern, d. h. dic Function ®(u) wird fiir unendlich 


grosse Werthe von u unendlich klein von der Ordnung der Grésse a 
: u 
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Die einfachste Annahme, welche fiir die Function ©(w) gemacht 
werden kann, wenn dieselbe in jedem singuliiren Punkte unendlich 
gross erster Ordnung und fiir « = oo unendlich klein vierter Ord- 
nung werden soll, ist daher 


C 


: Cs (u—u,) (w= (w— Uo)) (U—Uis) (=U) 


Was nun die Function 


F(u) = Ws) = 


43 °8 o t(4-lo °8 x) 


_anbetrifft, so hat dieselbe, wenn wie oben 
eh 
s = w(atau+--) 


gesetzt wird, fiir alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen 
Werthe von u die Entwickelung 
1-0? 1 1- a, 1 


ei) a ae 0 u 


+O, +Cu+:+++, 
0 
in welcher die Coefficienten C rational und mit reellen Zahlencoeffi- 
cienten aus den reellen Gréssen a und der Zahl & zusammengesetzt 
sind; sie sind mithin reell. 

In dem Falle der Symmetrie verschwinden in dieser Entwickelung 
alle Glieder, welche Potenzen von « mit ungradem Exponenten ent- 
halten, und es ist 


F(—u) = F(u). 


Diese Entwickelungen bleiben bestehen, wenn statt s eine ra- 
tionale Function ersten Grades von s gesetzt wird, was in dem hier © 
zu betrachtenden Falle einer Drehung des Coordinatensystems z, y, 2 
gleichkommt. ®) 

Werden daher in den vier Ecken nur solche Singularititen zuge- 
lassen, wie die betrachteten, und wird vorausgesetzt, dass die vier 
singularen Punkte u%,), %) %») Ma die einzigen Verzweigungspunkte 
in dem betrachteten ‘Gebiete sind, so wird F’(w) in dem betrachteten 
Gebiet fiir keinen endlichen Werth von w mit Ausnahme der singu- 
laren unendlich gross. *) 

Fiir unendlich grosse Werthe von w beginnt die Entwickelung 
yon F(u) nach Potenzen von uw mit einem Gliede von der Ordnung 


Oe 
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wu“, wenn der unendlich grosse Werth von w kein singulirer ist. Ist 
dagegen dieser Werth ein singulirer und hat s die Entwickelung 


ie th ) 
Sa ee (qter— ++ ) 


: ; 1-7? 
so beginnt die Entwickelung von /'(w) mit dem Gliede ue 


2u* 
Im vorliegenden Falle eines réiumlichen Vierseits ist hiernach die 


Function F(u) eine rationale Function, deren Nenner das Product. 
[(w—u,,,) (te — Ua) (— Ug )(W—U) |? und deren Zihler eine ganze Func- 
tion vierten Grades von w ist. 

Die Constanten derselben sind dadurch bestimmt, dass die Func- 
tion F'(w) in den singuléren Punkten die vorgeschriebenen Entwicke- 
lungen besitzen und bei geeioneter Wahl der unabhingigen Variablen w 
in den Punkten u,, und w,, der Symmetriebedingung geniigen muss. 

Werden beispielsweise zu singuléren Punkten gewahlt v = 0, +1, 
co, —1 und sind die entsprechenden Winkel des Vierseits A BCD 
beziehlich a,7, o,%, %,%, «,%, Soist zu setzen 0, = 1—a,, 0, = 1—a,, 
0, = 1—«,, 

A+Bv?+ Cot 
DA aba 


Aus den bekannten Anfangsgliedern der fiir die Umgebungen der 


Werthe vy = Q, o, +1 sender Entwickelungen der Function F'(v) 
ergibt sich 


FQ) = 


. Die Differentialgleichung @(s) = F'(w), in welcher die Function 

F'(u) auf die angegebene Weise bestimmt ist, sei jetzt zur Integration 
vorgelegt. Es handelt sich also darum, eine hinreichende Anza von 
Eigenschaften ihres Integrals zu ermitteln. 

Nach der Entstehungsweise der Function @(s,w) (siehe oben 
8.13) bleibt #(s) als Function von w ungedndert, wenn fiir s eine 
rationale Function ersten Grades von s mit constanten Coefficienten 
gesetzt wird. Ist daher s ein particulares Integral der vorgelegten 
Differentialgleichung, so ist auch ¢ = gute ein Integral und zwar 
das allgemeine Integral der Difforeatihivicichung, denn es enthialt 
ebensoviele willkiirliche Constanten, wie die Ordnungszahl der Diffe- 
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rentialgleichung Einheiten, niimlich drei. Zur allgemeinen Integration 
der Differentialgleichung geniigt daher die Auffindung eines particu- 
laren Integrales. 

Die gegebene Differéntialgleichung bleibt im Wesentlichen auch 
ungedindert, wenn statt des Argumentes wu eine rationale Function 
ersten Grades desselben als neue unabhiingige Variable eingefiihrt 
wird. Es gilt niéimlich, wenn v eine rationale Function ersten Grades 
von w# ist, die identische Gleichung 


DS) = (a Bs, v). 


Aus der Differentialgleichung 


Be Fi slog 4 wa -1( se =) = Past? 


folet, dass fiir alle der oberen Halbebene angehérenden Werthe von 
wu, mit Ausnahme der singuliren, die Function = log oe den Charakter 


einer rationalen Function hat, und dass, wenn diese Function fiir einen 
nicht singuliéren Werth w = w, unendlich gross wird, die nach Po- 
tenzen von u—u, fortschreitende Entwickelung derselben die Form 
haben muss 


me log = ae +¢,(u—u,) + ¢,(w—u, P+ 
In jedem andern Falle wiirde namlich die Function ®(s) fiir 
wu = uw, unendlich gross werden, wahrend die Function F(u) in der 
Umgebung jedes nicht singuliren Werthes von w den Charakter einer 
ganzen Function besitzt. 
Die Annahme 


d ds —2 
is 2 dup > ace ome ak 
ergibt 


Se ORONO ET i: 
U—U, 


F a dso 
Die angegebene Eigenschaft der Function au 1°28 da zeigt also, 


dass der geometrische Ort aller Werthe eines particuliren Integrals 
s der Differentialgleichung, vorausgesetzt, dass die Verdnderlichkeit 
des Argumentes w auf die obere Halbebene beschrénkt wird, ein ein- 
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fach zusammenhiingender Flichentheil ist, welcher in seinem Innern 
keinen Windungspunkt enthalt. 

Fiir die Umgebung jedes nicht singuliren Punktes w, der Axe 
des Reellen gibt es eine nach Potenzen von w—w, mit ganzen Expo- 
nenten fortschreitende Reihe mit reellen Coefficienten, welche fiir alle 
dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe von w—w, 
convergirt und, fiir s gesetzt, der Ditferentialgleichung geniigt. 

Hieraus folgt: Jedes particulire Integral der Differentialgleichung 
beschreibt entweder eine geradlinige Strecke oder einen Kreisbogen, 
wenn das Argument w sich laings einer keinen singulaéren Punkt ent- 
haltenden Strecke der Axe des Reellen bewegt. 

Fiir die Umgebung eines singuliren Werthes w,, welchem der 
Exponent 0 zugehirt, gibt es ein particuliires Integral der Differen- 
tialgleichung, welches folgende fiir alle dem absoluten Betrage nach 
hinreichend kleinen Werthe von w—w, convergirende Entwickelung hat 


s= C(u—u, A+ c,(u— U,) + 6, (Gay +«--), 


in der die Coefticienten ¢ stémmtlich reell sind. 

Es geht hieraus hervor, dass auch fiir die singuléren Werthe von 
u der Werth jedes particuliren Integrals der Differentialgleichung 
sich einem bestimmten Werthe nahert. Ferner zeigt das angege- 
bene Functionenelement, dass bei diesem particuléren Integrale den 
beiden durch den singulaéren Punkt wu, getrennten Strecken der Axe 
des Reellen in dem Gebiete von s zwei geradlinige Strecken ent- 
sprechen, welche mit eimander den Winkel dz bilden. 

Mit Ausnahme der Integrale C,s+C, und C,s*+C, entspricht 
also dieser Ecke bei jedem anderen particuliren Integrale eine von 
zwei Kreisbogen gebildete Ecke, deren Tangenten in dem gemein- 
samen Punkte mit einander den Winkel dm einschliessen. ; 

Wenn daher die Verinderlichkeit des Argumentes u auf die obere 
Halbebene beschrinkt wird, so ist das Gebiet aller Werthe eines 
particuléren Integrales s der Differentialgleichung ein von vier Kreis- 
bogen begrenzter einfach zusammenhingender Theil der Ebene und 
zwar sind die Winkel in den Ecken dieses Kreisbogenvierecks der 
Reihe nach gleich (l1—«,), (l—a,)2, (1—a,)a, (1—a,)x. ; 

Es gibt auch solche particulaére Integrale, fiir welche das ent- 
sprechende Kreisbogenviereck in Bezug auf eine durch zwei Ecken 
gehende gerade Linie symmetrisch ist. Wenn, wie bei der obigen 
Bestimmung, » = 0, +1, co, —1 die singuliren Werthe sind, so fiihrt 
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zu einem solchen symmetrischen Kreisbogenviereck das zur Ecke A 
gehorende Functionenelement ®) 


s = Col S(1+ew’+e,0t++--) = 6. 


Wird dieses Element als Ausgangselement zu Grunde gelegt, so 
ergibt sich durch eine geometrische Betrachtung, dass das fragliche 
Kreisbogenviereck der Gestalt nach durch die angegebenen Bedin- 
gungen schon bestimmt ist. 

Ist abed (Fig. 3.) ein in Bezug auf die Diagonale ac symmetri- 


Fig. 3. 


--- =. 


. 


sches Kreisbogenviereck mit zwei geradlinigen Seiten ab und ad, 
dessen Winkel der Reihe nach gleich (l—a@,)z, (1—«,)x, (1—a,) a 
und (l—a,)a sind,-so entsteht durch die Tangenten b¢ und cé des 
Bogens be ein geradliniges Viereck abtéc, in welchem zwei Seiten bt 
und ¢e einander gleich und die Winkel in den Ecken a, 6 und ¢ ge- 
geben sind. Hierdurch ist das geradlinige Viereck adic, mithin auch 
das symmetrische Kreisbogenviereck abcd, der Gestalt nach unzwei- 
deutig bestimmt. 

Ist m der Mittelpunkt des Kreises, von welchem bc ein Bogen 
ist, und ist nn’ die durch a gehende auf ma rechtwinklige Sehne 
dieses Kreises, so ist a der Mittelpunkt, an = r der Radius eines 
Kreises, welcher von den vier Seiten des Kreisbogenvierecks abcd in 
diametral gegeniiberliegenden Punkten geschnitten wird. 

Dieser Radius r ist reell, endlich und von Null verschieden, wenn 


gleichzeitig folgende Bedingungen erfiillt sind 


ot, -+ 2o.,+ 0, < 2, OQ opt, 
—o, + 20,+ o, > 0, Cre reel 
a, + 2a,—a, > 0, O<a,< 1 
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Fiir jedes eigentliche, d. h. nicht ebene, riumliche Vierseit, welches 
eine durch zwei Ecken gehende Symmetrie-Ebene besitzt, sind diese 
Bedingungen erfiillt, wenn alle Winkel <a geziahlt werden. 

Durch geeignete Verfiigung iiber die Constante C in dem Func- 
tionenelemente ¢ kann bewirkt werden, dass, wenn s = 6 gesetzt 
wird, der dem Gebiete von s zugehérende Radius r die Linge 1 erhilt. 


Unter dieser Voraussetzung hat die zwischen s und s, fiir jeden — 


reellen Werth von v bestehende Gleichung die Form 
S—S, 
a (S$ + 5,) Pie ot Sia = 0} 


in welcher a, 6, y reelle Zahlen bedeuten, welche fiir das Innere jeder 
der vier Strecken —co---—1, —1---0, 0---+1, 1--+-+00 constant 
sind und beim Uebergange von einer Strecke zur folgenden sprung- 
weise sich dndern. Es ist hiernach die friiher (S. 14) gestellte, .auf 
die Integration der Differentialgleichung & = F' sich beziehende 
Forderung erfiillt. 

Wird nun in den Formeln auf 8. 14 


OO wo 

gesetzt und fiir s das aus dem Elemente o bei geeigneter Verfiigung 
tiber die Constante C entspringende particulére Integral der Diffe- 
rentialgleichung #(s,v) = F'(v) eingefiihrt, wiihrend die Verinder- 
lichkeit des Argumentes v auf die obere Halbebene beschraénkt wird, 
so stellen jene Formeln ein einfach zusammenhingen- 
des Flichenstiick Mdar, welchesinjedem seiner Punkte 
die charakteristische Higenschaft der Minimalflichen 
besitzt, durch einvon vier geradenStrecken gebildetes 


Vierseit begrenzt wird und in seinem Innern von sin- 


guléren Stellen frei ist. 
Die Seiten des begrenzenden Vierseits bilden mit cinander der 
Reihe nach die Winkel o,2, w,x; a,x und a,x. Ueberdies besitzt 
dieses Flachenstiick M und daher auch seine Begrenzung eine durch 
zwei gegeniiberliezende Ecken gehende Symmetrie- Ebene. Die Be- 
grenzungslinie der durch jene Formeln bei der angegebenen Beschriin- 
kung des Arguments dargestellten Minimalfliche ist daher dem gege- 
benen réumlichen symmetrischen Vierseit 4 BCD dhnlich. 
Durch geeignete Verfiigung iiber die Constante C, kann bewirkt 


ie eat 
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werden, dass jene Begrenzung mit dem gegebenen Vierseit auch der 
Grosse nach iibereinstimmt. 


Die Ditferentialgleichung @(s,v) = F(v) hat vier singulire 
Werthe des Arguments. Durch eine algebraische Transformation des 
Arguments (z. B. durch v? = ¢) kann jedoch die Anzahl der singu- 
laren Punkte auf drei gebracht werden. Die Function s ergibt sich 
dann in Bezug auf die neue Variable als Quotient zweier Lésungen 
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche mit der 
bekannten Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe itiber- 
einstimmt. 


Unter allen von vier geraden Strecken gebildeten in Bezug auf 
eine Ebene symmetrischen raéumlichen Vierseiten besitzen die grésste 
Symmetrie diejenigen, deren vier Seiten gleich lang und deren vier 
Winkel gleich gross sind. Hierbei ist die Grésse dieser Winkel 
innerhalb der Grenzen 0 und 42 noch willkiirlich. 

Mit Riicksicht auf eine friiher (S.17) angestellte Specialunter- 
suchung liegt es nun sehr nahe, die Winkel des raéumlichen Vierseits 
gleich 60° oder 42 anzunehmen. Diese Annahme fiihrt zu dem im 
Eingange erwahnten speciellen Falle, dessen naihere Untersuchung die 
Hauptaufgabe der vorliegenden Abhandlung bildet. 

Werden zu singuliren Punkten v = 0, +1, ©, —1 gewihlt, so 
ergibt sich, da 


Wird dagegen die Halbebene v durch die Function 


a eet en 
pe ae ~ to 


auf die Fliche eines mit dem Radius 1 um den Punkt u = 0 be- 
schriebenen Kreises abgebildet [a.a.O. 8.616], so sind die neuen 
singularen Punkte +1, 4, —1, —i, und es ergibt sich 


162? 
P(s,u) = 1 Tow 
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Es wird nun dazu geschritten werden, diese Differentialgleichung 
in endlicher Form zu integriren. 
Der Differentialgleichung 


lisst sich durch eine Reihe von der Form 
s = C-w'*(1+ev'+e,0+-:) = 6 


geniigen, in welcher ¢ = ee ist, die Constanten ¢ bestimmte reelle 
positive Werthe haben und worin C eine willkiirliche Constante be- 
deutet. Die Reihe 1+ ¢,v’+c¢,o'+-+ convergirt fiir alle Werthe von 
v, deren absoluter Betrag den Werth 1 nicht iiberschreitet. 

Es sei 6, der Werth der Reihe fiir 1 = +1. Der geradlinigen 
Strecke v = O---+1 entspricht die geradlinige Strecke 6 = 0---Co,¢ 
oder ab (Fig. 4.), der Strecke v = 0---—1 die geradlinige Strecke 


Fig. 4. 


6 = 0---Co,é oder ad. Dieses sind zwei Seiten eines regelmiissigen 
Sechseckes abgerd. Werden um dund } mit db als Radius zwei 
von 6 und d ausgehende Kreisbogen beschrieben, welche sich in ¢ 
schneiden, so ist das hierdurch entstandene Kreisbogenviereck abcd, 
dessen Winkel simmtlich gleich 2a sind, das der oberen Halbebene v 
entsprechende Gebiet des aus dem Elemente o entspringenden parti- 
culéren Integrales s. 
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Der Differentialgleichung 


. F 16u? 
OU St eae ee Caw? 


lasst sich durch eine Reihe von der Form 
s= Cu(l+cu'+cw+.-) = s' 


mit reellen positiven Coefficienten c’ geniigen, welche fiir alle Werthe 
von wu, deren absoluter Betrag den Werth 1 nicht tiberschreitet, con- 
vergirt.°) Das Gebiet des particuliren Integrals s’ ist daher in Bezug 
auf vier gerade Linien symmetrisch, welche durch den Punkt s’ = 0 
gehen und von denen jede mit der vorhergehenden den Winkel 12 
bildet. Hierdurch ist die Gestalt dieses Gebietes unzweideutig be- 
stimmt, da iiberdies bekannt ist, dass die Begrenzung desselben aus 
vier Kreisbogen besteht, deren Tangenten in den Ecken des von den- 
selben gebildeten Kreisbogenvierecks den Winkel 2m einschliessen. 
Werden um die Ecken klmn eines Quadrates (Fig. 5.) als Mittel- 


a, Sak 
~ em 


punkte und mit der Seite des Quadrates als Radius vier Kreise be- 
schrieben, so ist die allen vier Kreisen gemeinschaftliche Flache abed 
dem eben betrachteten Gebiete dhnlich. Die Winkel dieses Kreis- 
bogenvierecks sind namlich gleich 22, weil zwei Kreise, von denen 
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jeder durch den Mittelpunkt des andern geht, sich unter einem Winkel 
von 22 schneiden. 

Der durch die Ecken des Quadrates gehende Kreis wird von den 
vier construirten Kreisen in diametral gegeniiberliegenden Punkten 
geschnitten. 

Die Constante C’ midge reell und positiv gewahlt und durch ge- 
eignete Verfiigung tiber ihre Grésse mége bewirkt werden, dass das 
Gebiet des particuldren Integrals s’ einem Quadrate klimn entspricht, 
dessen halbe Diagonale Ok die Lange 1 hat. 

Die Grosse - 

OG pa — pO y3—1 
Oe ae a 


mége im Nachfolgenden der Kiirze wegen mit a bezeichnet werden. 
Ausser in den Punkten a, b,c, d und k, J, m,  schneiden sich die 
vier Kreise noch in vier Punkten e, f, g, h. Dem Mittelpunkte O des 
Quadrates entspricht der Werth s’ = 0, die Richtung der Strecke Oa 
der positiven Richtung der Axe des Reellen in der Ebene s’. 
Hiernach ergeben sich fiir die complexen Gréssen 
a, Ms; as, Q,, as, As, a, a, 
welche durch die Punkte 
a, b, C, d, eC, ie 9; h 


geometrisch dargestellt werden, die Werthe 


a, = a, a, =! a, ad, = —4, a, = — al, 
F i hs 4 1 . a 
J = _-_—_— — Cb ———— eo 
5 a 7 6 a Y) (e a } 8 a ? 
Oa Gees 1 ede 1 as, == 1, a Ge 
, 
pee : : 4 bt Sta ; 
Ebenso wie die Function s’ ist die Function ——— ein particu- 
s'—a, 
lares Integral der Differentialgleichung 
16u? 
eee ae 
P(s,w) Som 1 TIS, (1—u*)? ’ 
also auch von 
. {+0 2 
Fi(s,v) == ( 


DS Le? 
und zwar hat dieses Integral als Function von v genau die oben fiir 
das particulare Integral « angegebene Entwickelung. Denn es ent- 


sprechen den beiden Kreisbogen ab, ad bei dem Integrale “ = 
: io 
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zwei vom Nullpunkte ausgehende ganz im Endlichen liegende gerad- 
linige Strecken, wihrend andrerseits das Integral 6 das einzige ist, 
dem diese Eigenschaft zukommt. 

Es kann daher durch geeignete Bestimmung der in dem In- 
tegrale @ noch verftigbaren Constante C bewirkt werden, dass 


s'—a ve a,6—-, _. 
—— = o, mithin s’ = -—_—' wird. 
s'—4a, o—l 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich, da das Integral 6 fiir die 
ganze Umgebung des Punktes v = 0, beziehungsweise w = +1, er- 


klart ist, die analytische Fortsetzung des Integrales s’ in der ganzen 
Umgebung des Punktes w = +1, wahrend dasselbe durch die obige 
Entwickelung zunachst nur fiir das Innere des durch die Punkte 
u = +1, +2 gehenden Kreises erklart ist. 

Wenn v um den Punkt v = 0, mithin w um den Punkt w = +1 
in positiver Richtung einen Umlauf macht, so geht nach dem ersten 


ig , 
: s'—a s'—a : 
Umlauf 6 in o-¢*, also —=—— +, nach dem zweiten 6: & 
s'—a, s'—4, 
: s'—a s’—a 
In 6-8, 5 1.e? in —— -¢ iiber. Nach dem dritten Umlauf nimmt 


5 5 eet 
6-e wieder den anfidnglichen Werth o, = “is den anfanglichen 


i Dep 5 
Werth a an, womit der Cyclus geschlossen ist. 


s 5 
Es ergibt sich folgende Tabelle 


a,— a a a,— 5 a,— a 
4+ = —-¢, = = 2, = + = —-, 
a, — a; V2 a,— as : a,— a, V2 
a,— a 5 a,— a a,—a = 
ee ee g Ook, et ee es ones Be Oe, 
a,— as a,—4a; V2 a,— a, 
: Ne $ a 
Dem Werthe v = +1 entspricht vu = i, ss = a,, 6 = a -e. Nach 
einem positiven Umlauf von v um den Punkt + = 0 entspricht dem 


Punkte v = +1 der Werth 6 = a Bei der analytischen Fort- 
setzung des Integrals s’ um den Punkt w = +1 geht also, wie die 
Tabelle zeigt , der Werth s’ = a, fiir den Punkt « = +7 nach dem 
ersten Umlauf der Variablen w um den Punkt « = +1 in den Werth 
a,, nach dem zweiten in den Werth a, und nach dem dritten wieder 
in den anfanglichen Werth a, tiber. Es entsprechen also dem Werthe 
u = +% ausser dem Werthe s’= a, noch die Werthe a, und a, 
welche in Bezug auf den Punkt » = +1 zu derselben Gruppe ge- 
héren. Analogerweise entsprechen dem Werthe « = —i ausser dem 
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Werthe s' = a, in Bezug auf den Punkt w = +1 noch die Werthe 


a, und 4a,. 


, 
' s'—a ; ; 
Aehnlich wie das Integral =—+ = o sind gebildet die Integrale 
eres 
If f al 
s’—a, s'— 4, s'—a, 
Uy Be) "a ee eS el ae 1 
s'—4a, s'—4, s'—a, 


Aus der Betrachtung dieser Integrale folgt, dass bei dem Umlauf 
von w um den Punkt wu = +7 der Werth von s’ fiir den Punkt 
u = —1, s'=a,, iibergeht in a, und in a,, und dass der Werth 
s’' = a, fiir den Punkt w = +1 in a, und in a, tibergeht. Dagegen 
gehiéren in Bezug auf den Punkt w = —i fiir den Werth w = +1 
die Werthe a,, a,, a,, fiir den Werth « = —1 die Werthe a,, @,, @, 
zu derselben Gruppe. 

Hieraus ergibt sich, dass die acht Werthe a, bis a, in zwei Ab- 
theilungen zu je vier zerfallen. Die Werthe a,, a,, a, a, entsprechen 
den Werthen wu = +1 und « = —1, die Werthe a,, a,, a;, a, hin- 
gegen den Werthen « = +7 und w = —?. Dies fiihrt zur Betrach- 
tung des Productes 


s’—a, s'—a, s’—a, s'—a, 
s'—a, s’—a, s’—a, s'—a,’ 
dessen Zihler fiir die Werthe « = +1 und dessen Nenner fiir die 


Werthe « = +7 verschwindet. 

Der erste Factor dieses Productes ist gleich o; seine dritte Po- 
tenz hat also in der Umgebung des Werthes v = 0, beziehungsweise 
u == +1, den Charakter einer ganzen Function und wird fiir uw = +1 
unendlich klein von der Ordnung der Griésse (w—1)’. 

Fiir die drei andern Factoren ergeben sich die Werthe 


oath oy a 6+aV2 Conia 6 6+a\V2e 
sa, V2e—a’ s'—a, a \VOo—ae ’ 
s—a, 8 64+aV28 
s—a, a VQe—a2 


Das Product derselben ist also gleich 


1 o4(ayay" 
(V20)'—<' 


und besitzt als rationale Function von 6° fiir die Umgebung des 
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Punktes » = 0, also auch fiir die Umgebung des Punktes w = +1 
den Charakter einer ganzen Function. 

Hieraus folgt, dass die dritte Potenz des aus vier Factoren be- 
stehenden Productes 


( s'—a, s'—a, s'—a, s'—a, ) (s') 
Sonera ese0, sea 
fiir die Umgebung des Punktes w« = +1 den Charakter einer ganzen 


Function besitzt und fiir diesen Punkt unendlich klein wird von der 
Ordnung der Griésse (w—1)’. 

Sind nun w = wu, und s’ = s’ zwei zusamméngehérende Werthe 
von w und s’, so gehért zu dem Werthe w = u,-i der Werth 
s' = s\-¢. Wird dieser Werth fiir s’ in den Ausdruck fiir ¢(s’) ein- 
gesetzt, so ergibt sich mit Hiilfe von Relationen wie der folgenden 


S\i—a, = i(si—a,), sli—a, = 1(s\—a,) u. 8. w. 


der Satz: Gehért zu dem Werthe w = u, der Werth x(s’) = (5); 
so gehért zu dem Werthe u = u,-7 der Werth 


u(s') = 4(8°4) = aay” 


Hieraus folgt, dass die Function y(s’) in der Umgebung des Punktes 
“ = +7 den Charakter einer rationalen Function besitzt und fiir 
diesen Punkt von der Ordnung der Grésse (w—7) unendlich gross wird. 
Durch Fortsetzung dieses Schlusses ergibt sich, dass die Function 
y(s') in allen singuléren Punkten den Charakter einer rationalen 
Function besitzt. Daher ist die Function x(s’) selbst eine rationale 
1—w? ¥ 1° 
ee 
Der Werth von OC, ergibt sich aus dem Paare zusammengehi- 
render Werthe u = 0, s’ = 0 


Function von u und zwar gleich aa 


Also ist s’ eine algebraische Function von w und zwar ist, wenn 
s’ = s gesetzt wird, 


(See eons ageless » as) 
(s—a,) (s—a,)(s—a,)(s—a,) 1 ~ \qyoyaene/ — Tu 


die zwischen w und s bestehende algebraische Gleichung. 
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Fortan mége die Grésse s ausschliesslich das particulire Integral 
s’ sowie dessen analytische Fortsetzung bezeichnen und zwar moge 
dieselbe zur unabhingigen Variablen gewahlt werden. 

Um die auf 8. 14 fiir die Coordinaten eines Punktes der Mini- 
malfliche aufgestellten Formeln auf den vorliegenden Fall anwenden 
zu kénnen, ist nur an die Stelle der in denselben vorkommenden 
mit « bezeichneten Grisse die zuletzt mit v bezeichnete einzusetzen. 
Dann kommt in diesen Formeln die Grésse v nur in der Verbindung 

,\2 
ov) (2) vor, und zwar ist nach dem Vorhergehenden 
C, 
v(1—v") 


zu setzen, wo C, eine reelle Constante bedeutet. 


O(v) = 


Wird nun durch die Gleichung v = eee die Grésse u einge- 
fiihrt, so ergibt sich 


v10() = aaa BY = EC) 
ds v(i—v’?) \ds7 ~— 1—u* \ ds 7’ 
und diese Grésse ist jetzt noch durch s auszudriicken. 
Es ergibt sich 


ua y BE 9 ape BNE 
VITe—a,) Vi—14s*+ 5 


(Cele 
Nun sind alle in den erwahnten Formeln vorkommenden verin- 
derlichen Griéssen durch die Variable s, beziehungsweise deren con- 


jugirte s,, ausgedriickt. Wird Se der reellen Constante C, der Kin- 

fachheit wegen der Werth = beigelegt und derjenige Zweig der 

analytischen Function eS , welcher fiir s = 0 den Werth 
—14s* 

+1 besitzt, mit %(s) bezeichnet, so ergeben sich fiir die Coordinaten 


emes Punktes der zu betrachtenden Minimalfliche folgende Ausdriicke 
w= f (1—s*) § (9) ds + [1 —s}) &(,) ds, 
y = fi(l+s)§(s)ds+ f—i +s?) ¥(s,) ds, 
0 “0 
a= J 2sB(e) ds + [28.8 (6.) a, 


WOR UPS 
—14s*+ s 


(A) 
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Wird die Verinderlichkeit der Variablen s auf das Innere und 
die Begrenzung des Kreisbogenvierecks abcd (Fig.5.) beschrinkt und 
werden den Variablen s und.s, nur conjugirte Werthe beigelegt, so 
stellen die Gleichungen (A) ein reelles, einfach zusammenhingendes 
von vier geradlinigen Strecken begrenztes Flichenstiick MM dar, 
welches in jedem seiner Punkte die charakteristische Eigenschaft der 
Minimalflachen besitzt; die vier Seiten des begrenzenden Vierseits 
haben gleiche Linge und jeder der vier Winkel desselben betragt 60°. 

Sobald die analytische Fortsetzung dieses Flachenstiickes mit in 
Betracht gezogen wird, fallt die itiber das Gebiet der Grésse s ge- 
machte beschrinkende Voraussetzung fort und es sind dann die in 
den Gleichungen (A) angedeuteten Integrationen fiir jede der beiden 
unabhangigen Variablen s und s, einzeln auf demselben Wege auszu- 
fiihren. 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, I. 3 
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Zweiter Theil. 


Die durch die Formeln (A) (S. 32) dargestellte Flache soll nun 
niher untersucht werden. 

Die Integrale, durch welche die Coordinaten eines beliebigen 
Punktes dieser Flache ausgedriickt sind, sind hyperelliptische von der 
Irrationalitit V1—14s*+s° abhingende Integrale erster Art. 

Die Integrale von der Form 


f 2sds_ 

Vie its 

welche in dem Ausdrucke fiir die Coordinate ¢ vorkommen, fiihren 
durch die Substitution s? = ¢ auf das elliptische Integral 


Sm: 
J Vi=14P5e. 
wihrend diejenigen Integrale, durch welche die Coordinaten x und y 
ausgedriickt sind, durch dieselbe Substitution in die hyperelliptischen 
Integrale 
(1—t) dt 4(1+¢) dt 
2Vt(1—14F + #) 2 Vid —14 FFF) ' 


und die conjugirten tibergehen. 
Auch diese Integrale lassen sich durch geeignete Substitutionen 
auf elliptische zuriickfiihren. 
Legendre hat gezeigt, dass die von einer Quadratwurzel 
Va (1—a*)(1—#’ 2?) abhiingenden Integrale auf elliptische fiihren. 
Dasselbe hat Jacobi fiir die von der Quadratwurzel 


Vx (1—2x) (1—# x) (1—P2) I—FP 2) 

abhiingenden Integrale nachgewiesen. | 
Ks sei R(x) eine ganze Function fiinften Grades. Die fiinf Wur- 
zeln der Gleichung R(«) = 0, von denen nicht zwei einander gleich 
sind, mégen in irgend einer Reihenfolge mit a,, a,, a,, a,, a, be- 
zeichnet werden. Eine Wurzel, etwa a,, werde herausgegriffen und 
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der Reihe nach von den tibrigen Wurzeln subtrahirt. Hierdurch ent- 
stehen die Wurzeldifferenzen a,—a,, a,—a,, d,—(,, d;—4,. 

Wenn es nun moglich sein soll, durch eine lineare Substitution 
des Arguments die Function R(«) in die specielle von Jacobi ange- 
gebene Form zu setzen, so muss es méglich sein, aus den fiinf Wur- 
zeln eine solche herauszugreifen, dass das Product zweier der entste- 
henden Wurzeldifferenzen gleich dem Producte der beiden anderen 
Wurzeldifferenzen ist; es muss also, fiir eine gewisse Wahl der 
Wurzeln die Gleichung bestehen ™) 


(a,—@,)(as—4@,) re (a,—4@,)(a@,—4,). 


IP eee! Bye 
VR (a) 


geht, wenn diese Gleichung erfiillt und # durch die Gleichung 


Das Integral 


ht = (a,—a,) (a,— a,) ay (a,—4,) (4,—a, ) 
bestimmt ist, durch die Substitution 


Va-ath oH 
Va—a, —h vy 


in ein elliptisches Integral iiber. 

Wenn der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen, wie im vorlie- 
genden Falle R(t) = t(1—14?+¢#), nur solche Potenzen der unab- 
hangigen Variablen enthélt, deren Exponenten ungrade Zahlen sind, 
kénnen die fiinf Wurzeln stets und zwar in zwiefacher Weise so an- 
geordnet werden, dass die obige Gleichung erfiillt ist. 

Diese beiden Anordnungen sind 


a,=0, a,=2+V3, a,=2-\3, a,—=—(2—Y3), a= —(24+3); ht= 41 

und ‘ *: 7: Ea 

a,=0, a,=2+V3, a= —(2—V3), 4=2—V3, a= —(2 +18); ht=—-1. 
Es fiihren also die Integrale 


(1xt) dt (1 qt) dt 
= ea Ina 


2Vii—14l +h) (— 14+?) 


oder 


fzs)F ds umd f(1Fis)FOds 


durch die Substitutionen 2 
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pe eee eee ee, ae eee si 
Las Mie 1—Vis 1—V—is 
auf elliptische Integrale. 
(Unter i und V/—i sind hier und im Folgenden stets die Werthe 
oe und iam zu verstehen.) 
“2 V2 


Es sind also die drei Coordinaten «, y, z eines beliebigen Punktes 
der Flache darstellbar als Summen je zweier elliptischen Integrale 
erster Art, deren obere Grenzen algebraische Functionen zweier un- 
abhéngigen Variablen s und s, sind. 

Die Integrale 


2% dic (1 = 2°) dx (aa da 
V1—2Qga*+ 2°’ V1—29 a8 V1—29 234-2 


‘fiihren fiir jeden Werth von g durch Substitutionen der angegebenen 
Form auf elliptische. Im vorliegenden. Falle, wo 2g = 14, gibt es, 
wie beilaufig bemerkt werden mag, ausser diesen fiinf Integralen noch 
acht andere, bei denen eine solche Zuriickfiihrung auf elliptische Inte- 
grale durch analoge sehr einfache Substitutionen méglich ist. 

Nun handelt es sich darum, unter den Integralen erster Art, 
welche durch einfache Substitutionen direkt auf elliptische Integrale 
fiihren, drei auszuwaéhlen und fiir die folgenden Betrachtungen zu 
Grunde zu legen. 

Hierzu eignen sich vor allen andern die drei Integrale 


f2s%(s\ds, fV=it—is)F ods, fVidtis)F(s)ds, 


weil die durch die Substitutionen 


pottery: (0s ee) fe (A) Lag 


aus denselben hervorgehenden elliptischen Integrale dieselbe Form 


S ivesreoes erhalten. 

Wird namlich 
LV iol ee 14 V—is 
= = Ss, Soe ES 
s—V—4 s—Vi 


gesetzt, so entspricht, vorbehaltlich einer spiter zu treffenden Zeichen- 


a 


Bestimmung einer speciellen Minimalflache. 37 


bestimmung, einem Uebergange von s in s’ ein Uebergang von 
28% (s)ds in V—i(1—is*)F(s)ds oder in Qs’ F (s’) ds’. 

Kinem Uebergange von s in s’ entspricht ein Uebergang von s’ 
in s” und von s” in s; ebenso entspricht einem Uebergange von s in 
s" ein solcher von s’ in s, von s” in s’, 

Es médge nun die zu betrachtende Flaiche auf ein neues Coordi- 
natensystem bezogen werden, welches mit dem vorigen die Z-Axe ge- 
mein hat und gegen dasselbe in der Richtung von der positiven 
Y-Axe nach der positiven X-Axe um 45° gedreht ist. 

Fiir die Coordinaten 2’, y’, 2’ eines beliebigen Punktes der Flache 
in Bezug auf das neue Coordinatensystem ergeben sich dann die 


Ausdriicke 


gh = 24 fi (1 is) F()ds i fVidtist)¥(s,) ds, 
ie = iva = [Vit is) $ (ds +f V—i (list) F(6,)ds,, 
ee 2 = f2K(s)\ds + [25,H(6,)ds,. 


Hierin bedeuten %(s) und 4 (s,) wie in den Formeln (A) diejenigen 
Zweige der analytischen Functionen 


u und —— te 
Vi—14st+-s* Viaiast ss 


welche fiir s = O und s, = 0 den Werth +1 haben. 


Es ist niitzlich, der Discussion dieser Formeln eine nahere Be- 
trachtung des Integrales 


j 2sds 
JE o)ds = J Vitae 


vorangehen zu lassen, weil mit dessen Higenschaften die Eigenschaften 
der zu untersuchenden Fliche aufs Engste zusammenhiéngen. 

Die einzigen singuliéren Werthe fiir die Integrationsvariable s 
sind bei diesem Integrale die Wurzeln der Gleichung 1—14s*+ aaa G, 


Vv3—1 


Wird der Werth von *3—= wie oben mit a bezeichnet, so sind 


V2 
simmtliche Wurzeln 
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1 ity) uf ; 
- —h, ——; —&, ——. 


Bema hii Z 


Fiir jeden Punkt der Ebene, mit Ausnahme dieser acht singuliren, 


hat die Quadratwurzel V1—14s*+s* zwei Werthe. 
Um diese von einander zu unterscheiden, denke man sich in der 


Ebene s vier geradlinige Schnitte ausgefiihrt, von a bis ar von 


SET ee) ; 1 onthe a : 
ai bis —, von —a bis a und von —at bis ea (Fig. 6.) 
= 


Fig. 6. 
Ee LOL EES ame 
Le ae =< 
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! MS \ } aL, ‘ / ce \ 
1 aS Sea Ne He Pa 1 
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\ en ee ea eas, ' 

\ Se sie ; 
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. \ / 7 
\ , / 
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N 
A N S ¢ 
*. Sl ale) 
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Dann kann die Verzweigung der Werthe der Quadratwurzel 
V1—14s*+s® durch eine iiber diese Ebene ausgebreitete zweiblittrige 
Riemann’sche Fliche dargestellt werden, deren zwei Blitter lings 
der erwaéhnten Verzweigungsschnitte in einander iibergehen. 

Unter dem Werthe der Quadratwurzel fiir einen dem oberen 
Blatte dieser Fliche angehdrenden Punkt s = s, mige derjenige 
Werth der Quadratwurzel verstanden werden, welcher bei stetigem 
Uebergange von s aus dem Punkte s, in den Punkt 0, wobei s keinen 
der vier Verzweigungsschnitte tiberschreiten darf, iibergeht in den 
Werth +1. Dieser Werth der Quadratwurzel midge ohne Marke oder 
mit +Vi—i4st+ 3% und der reciproke Werth desselben mit %(s,) be- 
zeichnet werden. Der entgegengesetzte Werth der Quadratwurzel, 
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der mit —Vi—145*. +s zu bezeichnen ist, geht unter denselben Be- 
dingungen in den Werth —1 tiber und gehirt hiernach dem ent- 
sprechenden Punkte des unteren Blattes der Fliche an. 

Durch diese Bezeichnung, welche im Folgenden festgehalten werden 
soll, sind die beiden Werthe der Quadratwurzel fiir alle Punkte der 
Ebene s, welche nicht jenen Schnitten angehdren, von einander unter- 
schieden. Langs der Schnitte selbst hat in jedem Punkte die Quadrat- 
wurzel V1—14s+s° und also auch die Function wy (s) zwei entgegen- 
gesetzt gleiche Werthe und es sind daher —V1—14s*+ 5° und —%(s) 
die analytischen Fortsetzungen von V1—14s‘+s° und §(s), sobald s 
einen dieser Schnitte tiberschreitet. 

Damit es mibglich sei, auch die Integralfunction 


{ “28% (8) ds 
0 


fiir das obere Blatt der Ebene als eine eindeutige Function der oberen 


Grenze zu definiren, mégen die erwahnten vier Schnitte tiber die 
Poa ¢ 1 ae amenciat: : 
Punkte Pere , —— hinaus geradlinig bis ins Unendliche ver- 
a a 
langert und diese Verlingerungen als vier zu den friiheren Schnitten 


hinzutretende neue Schnitte angesehen werden. Wird dann festge- 
setzt, dass der Integrationsweg keinen der Schnitte tiberschreiten 


Sy 
darf, so hat das Integral a 25% (s)ds fiir jeden nicht auf einem der 
0 


Schnitte liegenden Punkt s, einen endlichen, von der Gestalt des In- 
tegrationsweges -unabhingigen Werth. Falls s, ein Punkt eines 
Schnittes ist, ist noch anzugeben, ob der Integrationsweg fiir einen 
im Punkte s = 0 gedachten Beobachter auf der negativen (rechten) 
oder auf der positiven (linken) Seite des Schnittes miindet; dies mége 
durch die dem Integralzeichen beigefiigte Marke — oder +, also durch 
“f * oder HG angedeutet werden. 
"0 


“o 
Unter den gemachten Voraussetzungen gelten die Gleichungen 


Sot So —S8p So 
[ecto pasate 
0 0 0. 0 


Durch die Substitution s? = ¢ geht das betrachtete Integral in 


t ee : 
das elliptische Integral { wae iiber. Werden die halben 


ican 
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Perioden dieses Integrals mit @ und o’ bezeichnet, also 


coun Ot TS Pe gl aif: t 
oo = AL co’ == 24 ——————— 24 a 
J Vi—147?+¢ ,V1+14e+4 eV—U—14?+¢) 
wobei den Quadratwurzeln ihre positiven Werthe beigelegt werden, 
so ergeben sich folgende Werthe fiir das Integral [ 2s % (s) ds 


1 


1 
= diss = =< 
a 0 V7 @’ +l wo’ +a : +i co + @’ +f a 0 ‘ 
SO ee Of OT) | a en ee 
iC ab 0 


“0 0 Ali) 


Hiernach sind die in Fig. 7. und Fig. 8. dargestellten Schemata 
fiir die Integralfunctionen 


55 So 
a 2s%(s)ds und { 2s % (8) ds 
0 +a 


entworfen. Mit Hiilfe derselben ist es leicht, den Werth des Integrals 


Ss. 
Qs % (s) ds bei beliebig gestaltetem Integrationswege anzugeben, 
So 


wenn die beiden Grenzen s, und s, unter den Werthen 


; 1 v = 
OE ea =, eae eps e) ae E eT" 


a 
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Fig. 8. 


‘ 
! 
1 
' 


enthalten sind und von dem Integrationswege, der nur an die Bedin- 
gung gekniipft ist, durch keinen der singuliéren Punkte zu gehen, 
bekannt ist, welche der acht Schnittlinien er der Reihe nach und in 
welcher Richtung er jede eimzelne derselben durchschneidet. 


Die drei Integrale 


fs%(s)ds, fVY—i—is*)F(s)ds, fVid+is*) F(s)ds 
mit derselben unteren Grenze 0, derselben oberen Grenze s und dem- 
selben Integrationswege, kénnen, wie oben (S. 36) angegeben, durch 
die Substitutionen 
1+ Vis , 1+ Vis : 
= ae 7 5) (ee 
s—V-i s— Vi 


auf drei Integrale derselben Form ae 2s % (s)ds, aber mit verschiedenen 
unteren und oberen Grenzen und dem entsprechend verschiedenen In- 
tegrationswegen zuriickgefiihrt werden. 


Durch die Substitution ee = s’ entspricht 
s—V-i 
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dem Punkte 


+ — iE i a le oe. : 
Ss =U), —Vi, -—V-i; -a, eee +a, aes metre 14) = 
der Punkt 
c— Vi Ver, OF =o robes ae aa +a; ai, —m bre 
? ) y) y a ; Gu a’ ? ) %] a 
Wird Soe ae gesetzt, so ist 
l—as 
a+s =o= stletec 
1275'S. ee 2 


Die geometrische Interpretation dieser Gleichungen ist folgende. 


‘ ; Gers : ' 2 
Dureh die Functiorx — = 6 wird die Ebene s auf eine Ebene o 


conform abgebildet, so dass dem Punkte s = 2 der unendlich ferne 
Punkt, dem Punkte s = —a der Nullpunkt der Ebene o entspricht. 
Beschreibt der Punkt s eine Linie, so beschreibt der Punkt o eine 
14 Vis 
5 VEG 


metrisch zu deuten. Eimer bestimmten Linie s entspricht also eine 


entsprechende Linie. Ebenso ist die Gleichung s’ = 


geo- 


bestimmte Linie «6 und eine bestimmte Linie s’. In gleicher Weise 
entspricht der Linie s’ eine Linie 6’. Die Gleichung 


o= 6: frabal hlad 
2 

sagt aus, dass die Linie o’ aus der Linie 6 durch Drehung derselben 
um den Punkt 6 = 0 und um einen Winkel von 2-2 oder 2- 120° 
in positivem Sinne erhalten werden kann. . 

Zu jedem Integrationswege von s kann also durch eine einfache 
Construction der entsprechende Integrationsweg von s’ bestimmt 
werden. 


Bei einer Wiederholung dieser Construction geht s’ in s”, s” in s 
tiber. Durch dieselbe Construction bei entgegengesetztem Sinne der 


Drehung in der Ebene o geht s in s", s” in s’, s’ in s iiber. Die 
Ww ey Eve eae e ' ” 
erthe s = —a, s= See sind die einzigen, fiir welche s’ = s”=s. 


Es ist oben 8S. 87 bemerkt worden, dass abgeschen vom Vor- 
zeichen 


V—i(1—is’?)%(s)ds und 2s'% (s’) ds’ 


mit einander tibereinstimmen; es ist nun die Bestimmung des Vor- 
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zeichens auszufiihren. Der Anfang der Integrationen ist bestimmt 
durch s = 0, §(0) = +1. Bis auf kleine Gréssen hiherer Ordnung, 


die hier nicht in Betracht kommen, ergibt sich fiir die Umgebung des 
Werthes s = 0 


\V —i (1—is?) § (s) ayes aVaads: s' = —Vi, ds’ = —2ids, F(s') = +4, 
mithin 2s’ (s’ re = —V-ids. Es ist also fiir die Umgebung des 
Werthes s = 0, s’' = —\i 
Se = —2s'% (s’) ds’, 
und ebenso zeigt sich, dass unter derselben Voraussetzung 
Vi (1+ is?) F(s)ds = —2s"F (s") ds" ist. 


Werden nun unter s/ und s/ die zu s’ und s” conjugirten Gréssen 
verstanden und wird statt s und s, s” und s"” gesetzt, so gehen die 
Gleichungen (A’) tiber in 


as! Sy 
see =| 2s % (s) ds -f 2s, (s,) ds, 
a —V—-4 


ad 


Sy 
B) == =f" 2s % (s)ds— { 28,0 (8,) ds, 
ne —V5 


wr 


s el 
go if 26F (6) ds + t 25,75 (S8,) a, 
0 0 


-wobei die Functionen §(s) und %(s,) die oben erklirte Bedeutung 
haben. Zwischen den oberen Grenzen s' ss” bestehen die Gleichungen 


1+ Vis!” r 1+ Vis’ ” 1+ Vis" ae a 
—- == = S, , == = , ” eee ae 
es s'—V 7 S = oy 


und diesen Gleichungen entsprechend sind die auf die Integrations- 
variable s sich beziehenden Integrationen auf correspondirenden Wegen 
auszufiihren. Durch Vertauschung von 7 mit —é und von s’ s” s” mit 
s' s" 8” ergeben sich die entsprechenden Gleichungen zwischen den 
letztern Gréssen. Die auf die Integrationsvariable s, sich beziehenden 
Integrationen sind ebenfalls auf correspondirenden Wegen auszufiihren. 

Durchliuft die Variable s’”” die geradlinige Strecke von s = 0 
bis s = —a und entsprechend die Variable s/’ die geradlinige Strecke 
von s, = 0 bis s, = —a, so liegen auch fiir die Variablen s’, s” und 
s!, s” die Integrationswege ganz in dem obern Blatte der Ebene und 
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endigen im Punkte —a. ‘Fiir die Coordinaten des dem Werthepaare 
$s = —a, s, = —a entsprechenden Punktes der Flache ergeben sich 


die Werthe 


1 


ev=—o, yYou-wo, ¢ =. 


Es mbége nun gesetzt werden 


a=—ote", y =—aty", #2 =ot+e2", 

so ergeben sich fiir 2”, y’, 2” dieselben Integralausdriicke wie in den 
Formeln (B) fiir w', y’, 2’, nur mit dem Unterschiede, dass nun die 
unteren Grenzen der sechs Integrale einander gleich, namlich gleich 
—a geworden sind. Auch sind diese Formeln zeichenrichtig, wenn die 
Verinderlichkeit von s’” beschrankt wird, z. B. auf das Innere des 
Kreisbogenvierecks abcd. (Fig. 5. 8. 27.) 

Bei der getroffenen Wahl des Coordinatensystems bildet die Nor- 


male der Fliche in dem Punkte #” = 0, y’ = 0, 2" = O und iber- 
haupt in jedem den Werthepaaren s = —a, s, = —a@ und s = = 
so us entsprechenden Punkte der Flache mit den positiven Rich- 


tungen der Coordinatenaxen gleiche Winkel. 
Wird nun statt der Grésse s die Grésse o eingefiihrt, so er- 
gibt sich 
coe a a do 


a i/o OES vo) 


mit der Bestimmung, dass fiir positive Werthe von 6, welche kleiner 
als Y2 sind, der Quadratwurzel ihr positiver Werth beizulegen ist. 
Wird 6 = +’ gesetzt, und mit f(r) derjenige Zweig der Function 
if 


v2: i+ ere 
bezeichnet, dessen Werth fiir + = 0 positiv ist, so ist 
28h (s)ds == (f+ V2z! —1)f (x) dr, 
und es kann der Werth des cee 


+ 1B 2s % (s) ds -{" (c*-+ V20°—1)f (x) dr 


0 


28% (s)ds = 


fiir alle die Grisse /$ dem absoluten Betrage nach nicht iiberschrei- 
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tenden Werthe von z, in eine nach Potenzen vont, mit ganzen positiven 
Exponenten fortschreitende unbedingt convergirende Reihe entwickelt 
werden. 


Wenn die zu s’, s’, s” gehérenden Werthe von t mit 7’, c”, t 
bezeichnet werden, ‘so ergibt sich 
; 3 ; —1+ \3-i 


T= TE, T = TE WO E = 


hod 


Die zu 1 conjugirte Grosse mége mit +, bezeichnet und statt a”, y", 2 
moge fortan wieder x, y, 2 gesetzt werden, da eine Verwechselung 
mit den in den Formeln (A) (S. 82) enthaltenen ebenso bezeichneten 
Gréssen nicht zu befiirchten ist. Dann ergibt sich unter Beriicksich- 
tigung der Gleichungen f(ce) = f(t), f (ce?) = f(t) folgendes System 
von Gleichungen: 


B= fet Vee 4 ete) ie) det fet V2e + He) f(%) dey 
eas V2c +2) F(x) dt ral ee +20? + re) f (z,) dx,, 


= [Ut V2 +e )i@de +f (—14 V2ei+ ct) Fede, 


f 1 
vie i BEd ices on ccere = 
4/5; 7 6 12 2 


Aus diesen Gleichungen ist, so lange + und +, auf die Umgebung der 
Werthe t = 0, t, = O beschrankt werden, jede Zweideutigkeit ver- 
schwunden. Fiir die Coordinaten x, y, ¢ ergeben sich Reihenentwicke- 
lungen, welche nach Potenzen von 1 und t, mit ganzen positiven Ex- 
ponenten fortschreiten und fir alle in der Umgebung der Werthe 
t = 0, t, = 0 liegenden Werthe von r und zt, unbedingt convergiren. 


(C) 


i@= 


Diese Entwickelungen erweisen sich als sehr geeignet zur na- 
heren Untersuchung der Beschaffenheit des in der Umgebung des 
singuliren Punktes = 0, y = 0, 2 = O liegenden Elementes der 
Flache. 

Geht naimlich + in te und gleichzeitig r, in t,e tiber, so geht 
zin x, « in y, y in z tiber; die Flache ist daher in Bezug auf die 
drei Coordinaten x, y, ¢ symmetrisch und gelangt durch eine Drittel- 
drehung um die Axe x = y = 2 mit sich selbst zur Deckung. 

Wird + mit z, vertauscht, so geht 2 in y, y in « iiber, wahrend 
g ungedndert bleibt. Also ist die Ebene « = y eine Symmetrie- 
Ebene der Flache. 
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Geht + in —r, +, in —t, tiber, so gehen 2, y, 2 tiber in —2, 
—y, 2: der Punkt « = 0, y = 0, 2 = 0 ist also em Mittelpunkt 
der Fléche. 

Diese Sitze gelten zwar zunichst nur fiir solche Werthe von t 
und t,, welche in der Umgebung der Werthe r = 0, 1, = 0 liegen, 
und fiir das Flichenelement, welches durch die erwiéhnten innerhalb 
dieses Gebietes convergenten Reihenentwickelungen definirt ist; in- 
dessen sind diese Siitze sofort auf die ganze Fliche ausdehnbar, welche 
die analytische Fortsetzung dieses Flichenelementes ist. 

Diese Fliche wird gebildet von dem Inbegriff aller derjenigen 
Punkte des Raumes, in deren Umgebung simultane, d: h. durch Ver- 
mittelung derselben Zwischenwerthe erhaltene analytische Fort- 
setzungen der eben erwahnten Reihenentwickelungen fiihren. 

Es sind nun die Anfangsglieder dieser Entwickelungen ins Auge 
zi. fassen. Diese sind, abgesehen von dem Factor —V/}, beziehungs- 
weise 

etter, e'ctet,, t+; 
alle anderen Glieder enthalten die Variablen + oder 1, in der dritten 
oder in einer hdheren Potenz als Factor. 

Hieraus folet, dass der Punkt x = 0, y = 0, ¢ = O em eimn- 
facher Punkt des betrachteten Flaichenelementes ist, dass die Ebene 
x+y+e¢ = 0 in diesem Punkte die Tangentialebene des Flichenele- 
mentes ist und dass der Abstand eines dem Punkte = 0, y = 0, 
2 = 0 benachbarten Punktes des Flichenelementes von dieser Tan- 
gentialebene in Bezug auf t und 7,, also auck in Bezug auf a, y, 4 
eine kleine Grésse dritter Ordnung ist. 

Weil das betrachtete Fldchenelement in dem Punkte 2 = 0, 
y = 0, 2 = O eine Punktsingularitaét nicht besitzt, so wird dasselbe 
von jeder diesem Punkte hinreichend nahe liegenden und der Tan- 
gentialebene «+y+2¢ = 0 nicht parallelen Geraden in nur einem, 
dem Punkte « = 0, y = 0, = O benachbarten Punkte geschnitten. 

Aus den Gleichungen (C) (S. 45) ergibt sich 


ctyte= [3 V20"F (x) de +3 V2r7f (t,) dr, 


oder, wenn t° = uw, ti = u, gesetzt wird, 


e (e+y +2) = | eee a mn 5d mens a i | 
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Die Summe der beiden elliptischen Integrale auf der rechten 
Seite dieser Gleichung kann nur dann gleich Null sein, wenn die 
Summe ihrer oberen Grenzen w+, = t°+7°? den Werth Null hat. 
Dies ergibt folgende Werthsysteme: 


wi _ mt 
1 eS t= 7-e 

ani __ sui 
foe Ce Fee ot a ahaa 
ee eee Cte PCat 


in welchen r eine verdnderliche (reelle) Grésse bezeichnet. 

Diesen Werthsystemen entsprechen auf der Flache drei in der 
Tangentialebene +y+z2= 0 enthaltene, einander unter Winkeln 
von 60° schneidende gerade Linien, die Durchschnitte der Ebenen 


yea Oe a = 08 oe == OP ay S035 ae ee 0: 


Jede dieser Geraden ist eine Symmetrieaxe der Fliche. Dies 
folet z. B. fiir die Gerade z = 0, x+y =O aus der Eigenschaft, 
dass die Ebene x = y eine Symmetrie-Ebene und der Punkt « = 0, 
y = 0, ¢ = 0 ein Mittelpunkt des betrachteten Flachenelementes ist. 

Der Ausdruck fiir den Abstand eines Punktes des Flachenele- 
mentes von der Tangentialebene «+y+z2 = 0 zeigt, dass die durch 
die drei Geraden gebildeten sechs Sectoren des Flachenelementes ab- 
wechselnd auf der einen und auf der anderen Seite der erwahnten 
Tangentialebene liegen. Es tritt somit fiir dieses Flachenelement die 
oben (S. 17) beschriebene Singularitét (q = 3, p = 2) auf. 

Fiir die Coordinaten des dem Werthepaare s” = 0, si’ = O ent- 
sprechenden Punktes ergeben sich, vorausgesetzt, dass die Integra- 
tionsvariablen s und s, sich auf geradem Wege von —a bis 0 be- 


wegen, die Werthe (vgl. 8. 44) 


z = (o—fo')+(ho+}o') = o, 
y = (Jo+}o')+(o-fo') = @, 
C= —1lo —40 = —@. 
Es ist also der Punkt « = 0, y = @, ¢ = —o ein Punkt der 


Flache. Zur niheren Untersuchung des in der Umgebung dieses 
-Punktes liegenden Elementes der Fliche ist es niitzlich, auf die For- 
meln (A’) (S. 37) zuriickzugehen, wobei w-@ = @#, y-o = y', 
ze+o= 2 zu setzen ist. 
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Fiir die Coordinaten a’, y’, 2’ ergeben sich aus diesen Formeln 
Reihenentwickelungen, welche nach Potenzen von s und s, mit ganzen 
positiven Exponenten fortschreiten und fiir alle Werthe dieser Gréssen, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als a, unbedingt convergiren. 

Durch Vertauschung von s und s, ergibt sich auch hier die Sym- 
metrie in Bezug auf die Ebene 2 = y/’. 

Wenn gleichzeitig s mit —s, s, mit —s, vertauscht wird, so geht 
a in —2', y’ in —y' iiber, wahrend 2’ ungeindert bleibt. Es folgt 
hieraus, dass die Z’- Axe (a = 0, y’ = 0), mit welcher die Normale 
der Fliche im Punkte 2 = 0, y' = 0, 2’ = 0 zusammenfallt, fiir das 
Flichenelement eine Symmetrieaxe ist. Also ist auch die Ebene 
a'+y' = 0 eine Symmetrie-Ebene dieses Flaichenelementes. 

Die Ebene 2 = O ist die Tangentialebene des Flachenelementes 
im) Punkte:s == 06g" ==" Oyz) == 70. 

Die Gleichung 2’ = if 2s § (s)ds + if 25, % (s,) ds, zeigt, wenn durch 

( 


die Substitutionen s? = ¢, si = ¢, zu elliptischen Integralen tiberge- 
gangen wird, dass die Gleichung 2 = O nur dann befriedigt werden 
kann, wenn s’+ si = 0 ist, d. h. wenn 


s=reVi, Ss, = r-V-i, 
s=rV-i, 5, =r-Vi 


gesetzt wird, wo 7 eine verdnderliche (reelle) Grésse bezeichnet. 
Diesen Annahmen entsprechen zwei der Tangentialebene 2’ = 0 


oder 


und dem Flachenelement gemeinsame gerade Linien 2’ = 0, y’ = 0 
und 2’ = 0, « = 0, welche zugleich Symmetrieaxen des Flachenele- 
mentes sind. Wird namlich s = v-Vi, s, = v,-V—i gesetat, worin 
vy und v, conjugirte Gréssen bedeuten, und dann v und v, vertauscht, 
so geht y’ in —y’, 2’ in —2’ tiber, wihrend x unverdndert bleibt, 
woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt. 

In dem Punkte 2’ = 0, y’ = 0, 2’ = 0 tritt also der oben S. 17 
betrachtete Fall (q¢ = 2, p = 1) ein. 

Mit Zuhiilfenahme dieser Betrachtungen ist es méglich, auf ana- 
lytischem Wege eine annahernde Vorstellung von der Gestalt desje- 
nigen Theiles der Flache zu gewinnen, welcher bei Beschrainkung der 
Veranderlichkeit der Variablen s und s, auf das Kreisbogenviereck 
abed durch die Formeln (A’) auf S. 37 unter der Bedingung darge- 
stellt wird, dass den Variablen s und s, stets conjugirte Werthe bei- 
gelegt werden. 
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Der Begrenzung entsprechen nach den Siitzen, welche sich fiir 
das dem Werthepaare s = —a, s, = —a entsprechende Flichenele- 
ment ergeben haben und welche durch die soeben gewonnenen Sym- 
metriebeziehungen vervierfacht werden, vier gerade Strecken, welche 
gegen die Ebene 2’ = O unter 45° geneigt sind und deren Projectio- 
nen auf diese Ebene die Linge 2 haben. Der geometrische Ort der 
Projection #+y’t eines reellen Punktes dieses Flachenstiickes auf die 
Ebene 2’ = 0 ist das von den Projectionen der erwahnten Strecken 
gebildete zwischen den Parallelen «’ = —o, 2 = +o und y’ = —a, 
y = +o liegende Quadrat. Fiir positive den Werth w nicht tiber- 
schreitende Werthe von « und von y’ ist der Werth der Coordinate 
z’ auch positiv und nirgends grésser als o. 

Dies kann dadurch bewiesen werden, dass, nachdem das Gebiet 
von s in erwahnter Weise beschrainkt worden ist, die Gebiete der 
Werthe, welche die Integrale 


[V-i -is')F() ds, [Vi 1+ is) § (9) ds und [2s§(s)ds 


unter dieser Voraussetzung annehmen kénnen, als begrenzte Flachen- 
theile der Ebene geometrisch dargestellt werden. !”) 

Aus dem Gesagten ergibt sich, dass das betrachtete Flachenstiick 
aus vier congruenten Theilen besteht, drei auf einander senkrecht 
stehende Symmetrieaxen, zwei auf einander senkrecht stehende Sym- 
metrie-Ebenen besitzt und der dusseren Gestalt nach mit dem zwischen 
den Ebenen 2 = —o@ und 7 = +0, y = —o und y = +@ lie- 
genden Stiicke des hyperbolischen Paraboloides @- 2’ = z’-y’ grosse 
Aehnlichkeit hat. Beide Fliachenstiicke thaben die Begrenzungslinie, 
die Symmetrieaxen, die Symmetrie-Ebenen und in neun Punkten 
auch die Tangentialebenen gemeinsam. **) 

Fiir die Grésse des Hauptkriimmungsradius in einem beliebigen 
Punkte der Fliche ergibt sich der Werth 


Weagiahe 2 (L455, ae 
O Wd—4s+s) 1 — 145+ 8) 


Derselbe wird in keinem reellen Punkte der Flache gleich Null, er- 
langt seinen kleinsten Werth 1 fiir s = 0, s, = 0 und wird unendlich 
gross in den vier Kcken. 
Da fiir die analytische Fortsetzung des eben betrachteten Flachen- 
stiickes die vier Geraden, welche die Begrenzung desselben bilden, 
Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 4 
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Symmetrieaxen sind, so ergibt sich, dass der reelle Theil der durch 
die Formeln (A’), (B), (C) bei unbeschrankter Verénderlichkeit der 
unabhingigen Variablen dargestellten analytischen Flache aus lauter 
Stiicken zusammengesetzt werden kann, welche dem eben betrach- 
teten congruent sind. 

Dieser Umstand erleichtert die Anfertigung eines Modelles, 
welches dazu dient, eine anschauliche Vorstellung der Gestalt des 
reellen Theiles der Flache, soweit derselbe in einem begrenzten Theile 
des Raumes enthalten ist, zu vermitteln. 

Bei nicht zu geringer Ausdehnung zeigt ein solches Modell eine 
deutliche Periodicitét der Flache in der Richtung jeder der drei 


Coordinatenaxen. 


Uebergang zu den elliptischen Functionen. 

Es wurde bereits bemerkt, dass es méglich sei, das System der 
Formeln (B) durch eine Aenderung des Coordinatenanfangs so umzu- 
gestalten, dass die Integrale, durch welche die Coordinaten eines be- 
liebigen Punktes der Flache ausgedriickt werden, dieselbe untere 


Grenze —a erhalten. 
Es ergibt sich (vergl. 8. 43—45) 


GS aff asBis)as— f 2s, % (s,)ds, , 


n 


(D) He =i wpa 25,5 (s,)ds,, 


nee iE oe Boas" “8s, &(s,)ds,, 


Durch die Substitutionen s’? = 7’, s? = ?¢! u.s.w. gehen diese 
Formeln, wenn vom Vorzeichen abgesehen wird, in die folgenden iiber: 
v dt 4 dt, 

I 


a 
Vi-i4e+e@ J, Vi-4e+é’ 


te dt 
f. ae i eee 


é&= 


ie! ue 
= Vietd ae +f Vie eee 
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Mierbei bestehen zwischen den oberen Grenzen die Gleichungen 


aan Vi Ve” i ry & ue, pase 
vi" —V ViVi | 
gates ver" ) =~ ti ( oie Vo Ver , — ie. 

Vi" —Vi i Vi" —V—4 3 
Die elliptischen Integrale, durch welche in den Formeln (E) die 


Coordinaten 2, y, 2 ausgedriickt sind, lassen sich vermiége des Addi- 
tionstheorems wirklich addiren und zwar ist 


t i f(t,t,) 
jie sile ss 
w a wv 


worin f(¢,¢,) eine algebraische Function von ¢ und #, bedeutet, welche 
durch ¢, ¢,, VI—-14? +4, V1—142+# rational ausgedriickt ist. 
Ks ist also 


f(t, t) f(t, #1) Ge) 
a A i 
=a a a 


Durch die Gleichung 


t 
ie Vi—-14P +t 


ist die obere Grenze ¢ als eine elliptische Function von u definirt. 
Wird diese Function mit (uw) bezeichnet, so gentigt dieselbe der 


Differentialgleichung 
w'(w)y = 1-144 (u)’+ o(u)* 


und der Anfangsbedingung »(0) == 2—\/3, wihrend y’(0) den Werth 
Null hat. Es ist mithin y(w) eine grade Function ihres Argumentes 
oder es ist »(—w) = p(w). 

Die obigen Gleichungen ergeben also 


vie) = f(t',4), vy =fee), v@) = F(t", 0”). 


Weil die Graeea t’, ¢”, t} und ¢7 algebraische Functionen von ¢” und 
i” sind und die Function f eine algebraische ist, so ist es moeglich, 
die beiden Grissen ¢’” und ¢” zu eliminiren und es ergibt sich als 
Resultat der Elimination eine Gleichung 


4* 
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F(o(a), vy), v@)) = 9 


worin F eine ganze rationale Function der drei Argumente 7(z), 
w(y) und w(z) ist. In Worten: 

Es gibt eine in Bezug auf elliptische Functionen 
der drei Coordinaten rationale und ganze Function, 
welche fiir alle Punkte der betrachteten Flache den 
Werth Null hat. 

Dieser Satz spricht die analytische Natur der vorgelegten Flache 
aus. Fiir alle endlichen Werthe des Arguments haben die elliptischen 
Functionen den Character rationaler Functionen; also sind die un- 
endlich entfernten Punkte des Raumes die einzigen, in welchen die 
Flache aufhért, den Charakter einer algebraischen Flache zu besitzen. 
Hiermit hingt zusammen: Wahrend im Allgemeinen diejenigen Flachen, 
deren Coordinaten als Integrale algebraischer Functionen zweier va- 
riablen Parameter dargestellt sind, die Higenschaft haben, jedem Punkte 
des Raumes beliebig nahe kommen zu kénnen, gibt es im vorliegenden 
Falle keinen einzigen bestimmten Punkt des Raumes, welchem die 
Flaiche unendlich nahe kommen kann, ohne durch denselben hindurch- 
zugehen. 

Diese analytische Gleichung, welche die vorgelegte Flache in 
ihrer ganzen unendlichen Ausdehnung darstellen muss, und welche 
auf dem angegebenen Wege erhalten werden kann, stellt dieselbe je- 
doch nicht rein dar, sondern ist mit ausserwesentlichen, der vorliegenden 
Untersuchung fremden Factoren behaftet, welche auch durch Adjunc- 
tion von w(x), w(y), v(z) nicht sammtlich entfernt werden kénnen. 
Ueberdies enthalt die auf dem angegebenen Wege zu erhaltende 
Gleichung den Factor, welcher die Flaiche selbst und nur diese dar- 
stellt, in einer héheren als der ersten Potenz. 

Die Ursachen hiervon sind folgende: Die elliptische Function p(w) 
ist eine doppelt periodische Function mit den beiden Fundamentalpe- 
rioden 20 und 2’. Die obige Function F’ bleibt daher ungedndert, 
wenn an die Stelle von 4 +20, 2+2' gesetzt wird. Nun ist aber, 
wie sich bald zeigen wird, der Punkt + = #,, y= y,, 4 = 2+20 
im Allgemeinen nicht ein Punkt der Fliche, wenn der Punki 
L= %, Y = Y, & = 4, ein solcher ist. 

Daher muss die Gleichung F = 0 einen Factor haben, welcher, 
fiir sich gleich Null gesetzt, die in der Richtung der Z- Axe um 2m 
verschobene Fliche darstellt. 
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Dass die durch mechanische Elimination zu erhaltende Gleichung 
F = 0 die vorgelegte Fliche mehr als einmal darstellen muss, d. h. 
dass sie den Factor, welcher die Flache allein darstellt, in einer hi- 
heren als der ersten Potenz enthalten muss, folgt daraus, dass der- 
selbe Punkt der Fliche fiir mehr als ein Werthepaar ¢’” und #”” er- 
halten wird. 

Es ist daher ein anderer Weg einzuschlagen, welcher nothwendig 
zu einer unzerlegbaren analytischen Gleichung der vorgelegten 
Flache fiihrt. 


Die Aufgabe, die gereinigte Gleichung der Flache darzustellen, 
ist identisch mit der folgenden: 

Alle zu einem beliebig gegebenen Werthepaare « = x, y = y, 
gehérenden Werthe 2 zu ermitteln und als Wurzeln einer analytischen 
Gleichung zusammenzufassen, welche nur diese Werthe zu Wurzeln 
hat und zwar jeden derselben als einfache Wurzel, wenn durch den 
betreffenden Punkt der Flache nur ein einfaches Flachenelement hin- 
durch geht. 

Die angegebene Aufgabe wird zunichst fiir das Werthepaar 


x= 0, y = 0 gelést, fiir welches ein zugehérender Werth von 2, 
némlich ¢ = 0, bekannt ist. 

Mit anderen Worten: Wenn s” und s\” von den Werthen 
Ss = —a, s, = —a ausgehend, beliebige Wege beschreiben, welche 


Wege sind zulassig, damit das Resultat der auf den entsprechenden 
Wegen s’, si; s”, s’ ausgefiihrten Integrationen sowohl fir # als fiir 
y den Werth Null ergebe, und welche Werthe kann ¢ hierbei er- 
langen ? 

Eine jede Integration auf einem beliebigen Wege kann zerlegt 
werden in eine geschlossene Integration, bei welcher die Endpunkte 
der Integrationswege wieder s = —a, s, = —a sind, und in eine 
Integration, bei welcher die Integrationswege, welche sich auf die 
Variablen s’” und s‘” beziehen, vons = —a, s, = —a@ ausgehen und 
keinen der Querschnitte iiberschreiten. Hierbei muss jedoch ein ein- 
maliges Umkreisen des Punktes —a gestattet werden, damit die End- 
punkte s’”, s” der Integrationswege ebensowohl in dem unteren als 
in dem oberen Blatte der Ebene legen kénnen. 

Es sind daher zunichst die Werthe derjenigen gleichzeitigen 
Aenderungen zu ermitteln, welche die Coordinaten #, y, 2 durch eine 
Integration auf einem geschlossenen Wege erfahren. 


54 Bestimmung einer speciellen Minimalfliche. 


Ist das Ergebniss einer solchen Integration auf geschlossenem 
Wege fiir die Coordinaten «, y, 2 beziehungsweise 22,, 28,, 22,, so 
bilden diese Gréssen fiir die drei Coordinaten ein System zusammen- 
gehériger Perioden: wenn die Flache parallel zu sich selbst in der 
Richtung der drei Coordinatenaxen beziehlich um diese Gréssen ver- 
schoben wird, so gelangt dieselbe mit sich zur Deckung. 

Die Aenderungen, welche durch eine Integration auf einem ge- 
schlossenen Wege herbeigefiihrt werden, lassen sich nun nach der all- 
gemeinen Theorie der Integrale algebraischer Functionen durch Ad- 
dition und Subtraction aus den Ergebnissen solcher Integrationen 
zusammensetzen, bei welchen der geschlossene Integrationsweg ausser 
dem Punkte s = —a nur noch je einen der sieben andern singu- 
laren Punkte umschlesst. 

Da jedoch der Umlauf um einen dieser Punkte ersetzt werden 
kann durch einen Umlauf in entgegengesetzter Richtung um alle 
iibrigen, so ist es nur ndthig, fiir sechs solche geschlossene Integra- 
tionen , bei welchen der Integrationsweg den Punkt —a und je einen 
von sechs singuliéren Punkten umschlesst, das System der gleichzei- 
tigen Aenderungen, welche die drei Coordinaten durch eine solche 
Integration auf geschlossenem Wege erfahren, zu ermitteln. 


m 


Es gehe s” = s von einem in der Nahe des Punktes —a liegen- 
den Punkte des oberen Blattes aus und beschreibe eine einfache ge- 
schlossene Linie (Fig. 9.), welche in ihrem Innern nur die beiden 


singulaéren Punkte —a und ere enthalt und die von —a@ ausgehende 


Schnittlinie nur eimmal und zwar in ihrer Verlingerung iiber ae 
a 


hinaus in positivem Sinne durchschneidet. Der Werth der Quadrat- 
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wurzel wird hierbei nicht geéndert; das Integral [28 (s) ds erhalt 
auf diesem Wege den Zuwachs —2wo’. 

Der entsprechende Weg, den s’ beschreibt (Fig. 10.), schliesst die 
Kreisbogenstrecke von —a bis ai ein und zwar erlangt das Integral 
i 2s'%(s’)ds’ auf diesem Wege den Zuwachs —2q. 

Der Weg, den s” beschreibt (Fig. 11.), durchschneidet die von 


—a ausgehende Schnittlinie und tritt in das untere Blatt der Ebene 
ein. Das Integral J 28" § (s") ds” nimmt auf diesem Wege um +20 zu. 
Die im unteren Blatte liegenden Theile der Integrationswege sind 
in den beziiglichen Figuren punktirt gezeichnet. 
Die Coordinaten x, y, 2 erhalten demnach, wenn s den angege- 
benen Weg beschreibt, die gleichzeitigen Aenderungen 


il 
Ss) —(hs Catia 
a 
Lv 4+ 20 
y —20 
Z —2a 


Hieraus ergeben sich durch cyclische Vertauschung die Werthe 
der Aenderungen, welche die Coordinaten erfahren, wenn s einen 


Umlauf um die Kreisbogenstrecken —a---ai und —a---—at voll- 
fiihrt. Dieselben sind enthalten in der Tabelle 
1 ; 
s Ch — — —A++:-a —a —a 
a 
a +20 —20 —20' 
y —2a — 260’ +20 
é fi + 20 — 20 
| (1) (2) (3) 
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Or 
for) 


Wenn hingegen s einen Weg beschreibt, welcher die geradlinige 
Strecke von —a bis +a in positiver Richtung umgibt (Fig. 12.), 


Fig. 12. 


so umgeben die entsprechenden Wege von s’ und s” die Kreisbogen- 


i ere a 
strecken, welche von —a nach ne und es fithren (Fig. 13, 14.), 
Fig. 18. Fig. 14. 


und es erlangen die drei Integrale 


J2sFls)ds, f26'F(s')ds, [ 2s"H(s") ds” 
beziehlich die Aenderungen 
0, —2a+20’, —20 —20', 
die Coordinaten w, y, 2 mithin die Aenderungen 
+ 20—20’, +20 +20’, 0. 
Hieraus ergibt sich folgende Tabelle 


a 
Ss a +a —a wie —a =}. 
x 20 —20’ 20 +26’ 0) 
y 20 + 20’ 0) 20 —2a’ 
&é o) 200 — 20’ 2 + 2a’ 
| (4) (5) | (6) 
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Durch Vertauschung von w und y ergeben sich nun die entspre- 
chenden Aenderungen, welche die Coordinaten durch Integrationen in 
Beziehung auf die Variable si!’ = s, auf denselben geschlossenen 
Wegen erfahren. . 

Diese Aenderungen sind aus folgenden Tabellen zu entnehmen. 


i) e 
S —a —— —(he ++ ay —a — it 
a 
a —20 —20' + 20 
Y ae 200 —20 —20 
é —20’ + 20 —20 
| (7) (8) (9) 
i —--+- +4 =f ols ae. Sy 
a a 
ay as (es: + 269 0 29— 20’ 
y 20 —20’ 20+ 2a’ 0 
é 0 PO 209) 2a + 2a’ 
Sa ae (10) (11) (12) 


Die vier Tabellen ergeben zwélf verschiedene Systeme gleich- 
zeitiger Aenderungen der Coordinaten durch Integrationen auf ge- 
schlossenen Wegen. 

Durch Addition der Systeme (1) und (7) wird fiir die Coordinaten 
x, y, 2 das Periodensystem 0, 0, —4@’ erhalten. Es ist also —40’ 
und also auch 4m’ eine Periode fiir die Coordinate 2, d.h. ist = x, 
y= y,, @ = 2, ein Punkt der vorgelegten Fliche, so ist jedesmal 
auch 7 = 2%, ¥ = Y,*2 = 2, —4o' ein Punkt der Flache (im analy- 
tischen Sinne), also auch x = 2, y = Y%, @ = &+4now’ wo mn eine 
positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Dieser Punkt wird er- 


halten durch mmalige Einschaltung der die Punkte —a und — 


umgebenden geschlossenen Integrationswege in den Weg, auf welchem 
der Punkt ¢ = w,, y = y,, 2 = @, erhalten worden ist. 

Auch 4 ist eine solche Periode fiir die Coordinate z. 

Durch Addition der Systeme (5) und (6) und Subtraction des 
Systemes (10) ergibt sich namlich fiir 7, y, 2 das Periodensystem 
0, 0, 4a. Also sind 4 und 4m’ unabhingige Perioden fiir die Coor- 
dinate z und analogerweise auch fiir die Coordinaten # und y. 
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Die reelle Periodicitit der Flache zeigt deutlich das Modell 
derselben. 

Mit Hiilfe dieser Periodensysteme ist aus dem obigen System ein 
vollstiindiges System zusammengehiriger Perioden herzustellen, aus 
welchem sich in Verbindung mit den unabhingigen Perioden alle an- 
dern Periodensysteme herleiten lassen. 

Aus dem Systeme der Aenderungen (1) bis (12) sind zunachst 
auszuscheiden die Systeme (7) bis (12), weil dieselben aus den ent- 
sprechenden Systemen (1) bis (6) durch Hinzufiigung von + 4a, + 40’ 
hergeleitet werden kénnen. Von den iibrig bleibenden Systemen 
kénnen dann noch ausgeschieden werden die Systeme (4) bis (6), weil 
dieselben durch Verbindung je zweier der iibrigen und die unabhan- 
gigen Perioden zusammengesetzt werden kénnen. Es bleiben also nur 
noch die Systeme (1), (2) und (8) tibrig, welche durch die folgenden 
ersetzt werden kénnen 


20 20 20’ 
y 20 Des! 20 
é 20’ 20 20. 


Wenn daher eine Integration auf geschlossenem Wege Aende- 
rungen der Coordinaten zur Folge hat, so haben dieselben beziehlich 


folgende Werthe 


22, = 4m,o0 +4n,0'+2p0+2q¢o + 2ra’, 
22, = 4m,o0+4n,0'+ 2p +2qa'+ 2re, 
= 4m,o0 + 4n,0'+ 2p0'+2qa+2re, 


und zwar bedeuten die Gréssen m und positive oder negative ganze 
Zahlen einschliesslich der Null, wihrend die Zahlen p, q¢, r einzeln 
entweder den Werth 0 oder-1 haben. Es ist auch ersichtlich, wenn 
die sechs ganzen Zahlen m und n, sowie die drei ganzen Zahlen 
p,q und r beliebig angenommen werden, dass fiir jede solche An- 
nahme geschlossene Integrationswege angegeben werden kinnen, fiir 
welche das System der gleichzeitigen Aenderungen der Coordinaten 
mit dem durch die obigen Gleichungen bestimmten Periodensystem 
tibereinstimmt. ™*) 


Es ist bereits erwaihnt worden, dass alle Wege der Integrations- 


m 


variablen s” = s und si’ = s, zuriickfiihrbar sind auf einen ge- 
schlossenen Integrationsweg und auf einen solchen Integrationsweg, 
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welcher keine der ausgeschlossenen Linien tiberschreitet, wobei jedoch 
ein einmaliges Umkreisen des Punktes —a offen gelassen werden muss. 
Um nun alle diejenigen Werthe von z zu bestimmen, welche dem 
Werthepaare = 0, y = 0 entsprechen, sind zuniichst diejenigen 
Werthepaare von s ‘und s, aufzusuchen, fiir welche # und y gleich- 
zeitig den Werth Null haben kénnen. 
Es war, abgesehen vom Vorzeichen, 


| : ty dt! 
eer ee eT men a ear win ee 
ie VI-14t? +7 Vi Sianey 


Damit die Summe dieser Integrale den Werth Null habe, ist noth- 
wendig, dass ¢’ = ¢; dies folgt aus dem Umstande, dass die Umkeh- 
rungsfunction des Integrals 


“= 
= aS Vea aa 


die elliptische Function w(w), eine grade Function ist (vgl. S. 51). 
Aus demselben Grunde muss, damit y den Werth Null haben konne, 
i == (sein. 

Daher miissen fiir alle diejenigen Werthe von s und s, fiir welche 
a und y den Werth Null haben, gleichzeitig die beiden Gleichungen 


(ASB)- GSE) ~ GE - Ga) 


erfiillt sein. Diese Gleichungen lassen sich auch in die Form setzen 


1+ Vis ,ltv=is t). Gas ty eM Eat hee 
(ae =i s,—\Vi s—Y—i s,—Vi 
1+ V—is 1+ Vis, } Cae ie al 
( c=Vi hea $s —Vi Ves 
und zwar ist dann jeder Factor dieser beiden Gleichungen, fiir sich 
gleich Null gesetzt, die Gleichung eines Kreises, 


CD rea) 
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Fig. 15. (Fig. 6. auf S. 38.) 
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Der Kreis A = 0 geht durch die Punkte a, ai, ——, ow 


” ” B=0 ” ” ” ” hy Obs Sp eee 


a a 
; al a 

Ga. () : 6, = = ee 

” ” ” » ” , ’ ) ae ia 
: 1 a 

» ” D=0 » ” ” » —«a, a, + ce a. 


Die Schnittpunkte je eines der Kreise A, B mit je einem der 
Kreise C, D ergeben simmtliche Wurzeln, welche dem vorgelegten 


Gleichungssysteme gentigen. 
Es sind demnach die Auflésungen der obigen Gleichungen fol- 


gende acht Paare 


A! E 
ss = —a sS= +a s =+— s= 
a a 

Fy $ => S ake S : 
= -a = a = — 6S —— 
1 1 1 a 1 a 
a a 

s=S= at Ss = —atl $= — — 
a a 

$= Mw s an = ! 8 : 
i : ae: 1 a | 7 ae a 


oder alle acht singuléren Werthe von s nebst den jedesmaligen con- 
jugirten Werthen von s,. 
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Unter diesen Werthepaaren von s und s,, fiir welche allein « 
und y gleichzeitig den Werth Null haben kénnen, sind nun diejenigen 
auszuwdhlen, fiir welche wirklich und y bei geeigneter Wahl der 
Integrationswege den Werth Null annehmen. 

Es werde begonnen mit dem Werthepaare s = —a, s,= —a. 


1 


Alle Werthe, welche x und y fiir diese Werthe von s und s, erhalten 
kénnen, sind enthalten in den Formeln auf S. 58 

x = 4m,o+4n,0'+ 2pa+2qo+2ra, 

y = 4m,o+4n,0'+2p 0+ 2qa'4+ 2ro. 
Damit « = 0 sei, muss zunichst r = 0, n, = 0 sein, ferner p+q=0 
(mod. 2), m, = —4(p+q); damit y = 0 sei, muss g = 0, n, = 0 
sein; weil g = 0 und p+q=0 (mod.2), so muss p = 0 sein, da p 
nur den Werth O oder 1 haben kann. Es sind also fiir das Werthe- 
paar s = —a@, S,= —a alle zu den Werthen x = 0, y = 0 gehi- 
renden Werthe von z in der Formel 

z= 4mo+4no 


enthalten. 

Es mége nun das Werthepaar s = ee Sa soa ins Auge 
gefasst werden. Jeder vom Punkte s = —a ausgehende’und in dem 
Pankte;s = ore endigende Integrationsweg kann zusammengesetzt 


werden aus einem geschlossenen Integrationswege-und einem solchen, 
der keine der ausgeschlossenen Schnittlinien iiberschreitet. Dies gilt 
in Bezug auf den Weg von s und s,, aber nicht auch in Bezug auf 
die gleichzeitigen Wege von s’, s", s|, sf 


12 nine 


Wenn die Integrationswege die Gestalt haben, welche die Fi- 
guren 16 und 17 zeigen, so erlangen die Coordinaten folgende Werthe 
Fig. 16. Fig. 17. 


! 
i 
1 
{ 
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& Fi 
x —' + ¢9' 
y 20 + 200 — «a 
z — 60’ + @9 


Sowohl bei der Addition dieser Werthe als auch bei der Sub- 
traction derselben ergeben sich solche Werthe der Coordinaten, welche 
dieselben durch Integrationen auf geschlossenen Wegen auch fiir die 
Werthe s = —a, s, = —a erlangen kénnen. 


1 
Daher sind alle Werthe, welche ¢ fiir s = und. Ss, == Gq an 


nehmen kann, wenn # und y den Werth Null haben, auch in diesem 
Falle in der Formel 
z= 4ma+4no’ 


enthalten. 

Wenn hierin m und den Werth Null haben, so entspricht dem 
Werthepaare s = = $= = ebenso wie dem Werthepaare s = —a, 
s, == —a@ der Punkt a = 0, y = 0, 2 = 0 der Flache und es 16h 


daher zu untersuchen, ob vielleicht durch diesen Punkt auch zwei ver- 
schiedene Flichenelemente hindurchgehen, von denen eins dem Punkte 


$ = 8, = —~—a und das andere dem Punkte s = 5, = fee entspricht. 


Bei naherer Betrachtung zeigt sich, dass dieses nicht der Fall 
ist, dass vielmehr jenes zweite Flachenelement mit dem ersten zu- 
sammenfallt und dass daher die Flache in sich selbst zuriickkehrt. 

Dies lasst sich wie folgt beweisen. 

Wird in den allgemeinen Gleichungen (A’) auf S. 37 gleichzeitig 


gesetzt, so gehen (s) und %(s,) beziehungsweise in —vrt(v,) und 
—v'§(v) tiber. Die Entscheidung iiber das Vorzeichen kann hierbei 
z. B. aus der Betrachtung des Werthepaares s = i, v,= —V-i 
gewonnen werden. Durch Ausfiihrung der angegebenen Substitution 
ergibt sich nun, dass die Differentiale der Coordinaten von den 
Gréssen v und v, in genau derselben Weise abhingen, wie von den 
Gréssen s und s,. Hieraus folet aber, dass die beiden den Punkte- 
paaren 
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i uf 
S == —¢@, S,== —a und s=—, 3 = — 
a a 


entsprechenden Flachenelemente einander congruent sind. 

Da nun, wie oben gezeigt wurde, die Integrationswege so gewihlt 
werden kénnen, dass zwei Punkte dieser beiden Flichenelemente zu- 
sammentfallen, wihrend die fiir die benachbarten Punkte geltenden 
Entwickelungen tibereinstimmen, so ergibt sich beiliufig der Satz: 
Entspricht einem Werthepaare s = s,, 8, = S, ein Punkt der 
Flache, so kann derselbe Punkt der Fliche auch erhalten werden fiir 
das Werthepaar 

1 ih 
so) — , &§$ = —-—. 
$10) S00) 
Hierin liegt die Berechtigung fiir die oben (S. 53) unbewiesen ge- 
lassene Behauptung, dass die durch mechanische Elimination zu er- 
haltende Gleichung der Fliche den Factor, welcher die Flache dar- 


stellt, in einer hdheren als der ersten Potenz enthalten muss. 


Fiir die Betrachtung der tibrigen Werthepaare s und s, sind die 
oben (S. 55—57) zur Ermittelung aller Systeme gleichzeitiger Perioden 
aufgestellten Tabellen von Nutzen, nur sind die dort gegebenen Werth- 
systeme fiir den gegenwartigen Zweck durch 2 zu theilen. 

Es mége nun das Werthepaar 

fee les ie Ot 

PROC ae a 
betrachtet werden. Die gleichzeitigen Aenderungen der Coordinaten, 
auf die es hier ankommt, setzen sich zusammen aus den Systemen 


4(1) und 4(7), wie folgende Tabelle zeigt. 


} 4) | 4@ | 4@+9@ | 40-2 
x +a —o 0 + 20 
y —o +o 0 — 20 
z — «a —o’ — 2a’ 0 


Durch Addition ergibt sich fiir z, y, 2 das System 0, 0, —20’. 
Wihrend also x und y in ihre anfinglichen Werthe zurtickkehren, 
hat z seinen Werth um —2o’ geindert. 

Das durch Subtraction sich ergebende Werthsystem 20, —2a, 0 
wird durch Hinzufiigung des Systemes (7) —2@, 20, —2' auf das 
System 0, 0, —2o' zuriickgefiihrt. 
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Dem Werthepaare « = 0, y = 0 einerseits und 
il 1 
SS SS Ss, = — — 
a a 


andrerseits kinnen daher bei beliebigen Integrationswegen nur solche 
Werthe von ¢ entsprechen, welche durch die Formel 
ze = 20’+4ma+4no' 


ausgedriickt werden. 
Genau dieselben Werthe von zg und genau dieselben Flachenele- 


mente werden fiir das Werthepaar s = a, s, = a unter der Bedin- 
gung, dass x = 0, y = 0 ist, erhalten. 
Dem Werthepaare 
1 i 
Se eet ia 


legten Gleichungen imaginire) Punkt der Fliche «7 = 0, y = 0, 
2a — 2 ee 
Werden nun die Substitutionen 
a | 
ania Sa) Sf a 
v, v 


angewandt, so gehen die Functionen $(s) und %(s,) beziehlich tiber 
in —v*G(v,) und —v*G(v), und es ergeben sich aus den Gleichungen 


(A’) (S. 87) die folgenden 


VET ay) (n)dv = Vi ar Sade 
dy = —Vi +iv*) §(~)dy—V 1 in ) Br, dy, 
deg Qv%(v)dv + 2,0 (v,) dy,. 

Beschreiben nun v und vy, wm die Punkte v = —a, v, = —a 


kleine Kreise, in Folge dessen §(v) und &(v,) in —F(v) und —F(v,) 
tibergehen, und wird dann vy mit s, v, mit s, vertauscht, so unter- 
scheiden sich diese Formeln von den aus den Gleichungen (A’) sich 
ergebenden Ausdriicken fiir dz’, dy’ und dz’ nur dadurch, dass die 
beiden Ausdriicke fiir dz’ entgegengesetzte Vorzeichen haben. Hier- 
aus folgt, da da’ und dy’ unverdndert geblieben sind, wahrend dz’ in 
—dez'Ziibergegangen ist, dass die Ebene 2 = —o’ (im analytischen 
Sinne) eine Symmetrie- Ebene der Flache ist. Mit anderen Worten, 
es folgt aus der vorhergehenden Entwickelung , dass, wenh 7 = 4%,, 
y = ¥,, & = &, ein Punkt der Flache ist, auch der Punkt z, = x,, 
Y¥, = Y%, %, = —220'—z, im analytischen Sinne der Fliche angehort, 


Vee 
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Nun ist nach dem Obigen auch «= 2%, y=y,, 2 = 2,+40'= 200'—z, 
ein Punkt der Fliche, also ist auch die Ebene 2 = o’ im analytischen 
Sinne eine Symmetrie-Ebene der Fliche. Es wird sich bald Gelegen- 
heit bieten, von dieser Eigenschaft der Fliche Anwendung zu machen, 
auch wird sich spiter eine Bedeutung dieser Eigenschatt fiir eine reelle 
Flache ergeben, welche aus der betrachteten durch Biegung entsteht. 

Inzwischen wird es keinem Bedenken unterliegen, auch fiir die 


imaginaren Gebilde, welche im analytischen Sinne zu der durch die 


Gleichungen (A’), (B), (C) dargestellten Fliche gehéren, die Sprache 
der Geometrie beizubehalten. 


Ks bleiben nun noch zu untersuchen die Werthepaare 


| 


Shae as = — ls —at s= — 
a 


a|s. als. 


$s, = —a $= — as, == ee 


Fiir Integrationswege von s und s,, welche in diesen Punkte- 
paaren endigen, kénnen x und y nicht gleichzeitig gleich Null werden. 


Es geniigt, diese Behauptung fiir eins dieser Werthepaare als richtig 


zu erweisen, weil dieselbe dann auch fiir das conjugirte Werthepaar 
gilt und durch die oben benutzten Substitutionen 


1 1 


$= —— = —— 


Es ? 
1 Vv 


auf die beiden andern Werthepaare iibertragen werden kann. 

Fiir s = ai, s, = —ai ergeben sich fiir die Coordinaten die zu- 
sammengehirigen Aenderungen $(2) und 4(9) (s. oben S, 55 u. 57). 
Oder es sind bei beliebigem Integrationswege die Werthe der Coor- 
dinaten 

a = 4m,a+4n,0'+ 2pa+2q0+2ra'—yo +y'a, 
y = 4m,a+4+ 4n,0'+ 2p@ + 2q¢0'+ 270 —yo'—y'a', 
worin y und y’ nur die Werthe +1 oder —1 haben kénnen. 

Damit « = 0 sei, ist erforderlich 

r=0, n,=0, 2(pt+q)—7+7'=0 (mod, 4). 
Damit y = 0 sei, ist erforderlich 
| p= 0, m= 0, 2q—y—x' =O (mod. 4). 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 5 
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Die Congruenzen 

2q—y+y' = 0 (mod. 4) 

2q¢—y—y’' = O (mod. 4) 
sind jedoch nicht vertriglich mit einander, weil 2y’ nicht congruent 
O (mod. 4) ist. 


Es sind also alle Werthepaare von s und s,, fiir welche x und y 
gleichzeitig den Werth Null erlangen, die vier reellen 


il if 
s=-a|s=4+— $= —— hs =a 
a a 
= ee 5 = - $5, = a 
Ss, = —a = = —— = 
1 1 a 1 a al 


und alle Werthe, welche z annehmen kann, wenn sowohl # als auch 
y den Werth Null hat, sind enthalten in den beiden Reihen 


4ma + 4no’, 
20@'+4mo+ 4na’, 


in welchen m und » beliebige positive oder negative ganze Zahlen 

bedeuten. Andererseits -kann aber auch die Coordinate 2 unter den 

angegebenen Bedingungen jeden dieser Werthe wirklich annehmen. 
Die erste Reihe entspricht den beiden Werthepaaren 


th 


s=-a, s5,= —a und s=—=+—, 5,=+-—. 
a a 


Durch jeden so bestimmten Punkt geht nur ein einziges Flachenelement, 
dessen Tangentialebene in diesem Punkte der Ebene a+y+e2 = 0 
parallel ist. Alle diese Flachenelemente sind einander congruent und 
befinden sich in paralleler Lage. 

Die zweite Reihe entspricht den beiden Werthepaaren 


1 1 
See mt 5, ee Se ee 
a a 


Durch jeden so bestimmten Punkt geht ebenfalls nur ein einziges 
Flachenelement, dessen Tangentialebene in diesem Punkte der Ebene 
x+y—z2 = 0 parallel ist. Auch diese Flachenelemente sind einander 
congruent und befinden sich in paralleler Lage; dieselben sind auch 
den vorher erwiahnten Flichenelementen congruent, befinden sich aber 
gegen dieselben in symmetrischer Lage. 

Hieraus folgt, dass die vorgelegte Flaiche in Beziehung auf die 


‘ 


‘% Beek ® 
: 7 


Bestimmung einer speciellen Minimalflache. 67 


einzelnen Coordinaten die Gréssen 20 und 20’ nicht zu Perioden be- 
sitzt, dass daher eine Gleichung derselben, welche durch solche ellip- 
tische Functionen der Coordinaten rational ausgedriickt ist, deren 
Fundamentalperioden 2 und 2o' sind, nothwendigerweise ausser der 
vorgelegten Flache noch deren Verschiebungen um 2@, 20’, 20 +20’ 
in der Richtung jeder der drei Coordinatenaxen darstellen muss. 

Aus der Gleichung der Fliche 


kénnen noch folgende Schliisse gezogen werden. Die Grosse w(z) ist 
eine algebraische, mithin stetige Function von ~(x) und #(y) mit 
Ausnahme der Werthepaare, fiir welche dieselbe unter unbestimmter 
Form erscheint; ~(x) und ~(y) sind eindeutige stetige Functionen 
von « und y, mit Ausnahme der Werthe = co, y = ~, also ist 
(2) eime stetige Function von w und y; 2 ist eine stetige Function 
von #(2). Hiermit ist der Satz bewiesen: Mit Ausnahme der 
Werthe, fiir welche z unbestimmt oder unendlich ist, ist 
z eine stetige Function der endlichen Argumente 2 


und y. 
Es mégen jetzt alle diejenigen Werthe von ¢ aufgesucht werden, 
welche zu einem Werthepaare « = 2, y = y, gehéren, das dem 


Werthepaare « = 0, y = O benachbart ist, fiir welches also 7, und 
y, gewisse Grenzen nicht tiberschreiten. Mit andern Worten, es 
werden die Coordinaten z sémmtlicher reeller und imaginérer Durch- 
schnittspunkte aufgesucht, in welchen eine der Z- Axe parallele Ge- 
rade die Flache schneidet, unter der Voraussetzung jedoch, dass diese 
Gerade der Z-Axe sehr nahe liegt. Da die Grosse ¢ eine stetige 
Function von « und y ist, und das Werthepaar x = 0, y = O nicht 
zu den ausgenommenen gehért, so sind die gesuchten Werthe von 4 


nur sehr wenig verschieden von denen, welche sich fiir «= 0, y = 0 


ergeben haben. Da durch jeden Durchschnittspunkt der Z-Axe mit 
der Fliche nur ein einziges einfaches Element der Flache hindurch- 
geht, so entspricht jedem Durchschnittspunkte der Z-Axe mit der 
Fliche auch nur ein benachbarter Durchschnittspunkt der ihr pa- . 
rallelen Geraden mit der Flache. 

Ist nun g = zg die dritte Coordinate des Durchschnittspunktes 
der Geraden « = a, y = y, mit dem durch den Punkt x = 0, 
y = 0, 2 = O gehenden Flachenelement , — bis auf Gréssen dritter 
Ordnung ist z, = —(x,+y,), — so gehért wegen der Sehr der 
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Flache in Bezug auf die Ebene z = @’ (siehe S. 65) auch der Punkt 
= L,Y = %, & = 20'—z, zu diesen Durchschnittspunkten, und 
zwar ist derselbe der Durchschnittspunkt der Geraden mit dem durch 
den Punkt « = 0, y = 0, 2 = 20’ gehenden Flachenelement. 

Es sind daher die dritten Coordinaten aller Durchschnitts- 
punkte der Geraden « = x, y=y, mit der Flache dargestellt durch 
die beiden Reihen yon Werthen 

7 z+ 4m o + 4na’, 
2 = 20'—2,+4mo0+4no', 


in welchen den Gréssen m und » alle Systeme ganzzahliger positiver 
und negativer Werthe einschliesslich der Null beizulegen sind. 

Diese Behauptung ist zwar zunichst nur fiir alle diejenigen 
Werthe von w, und y, bewiesen, deren absoluter Betrag gewisse 
Grenzen nicht iiberschreitet, indessen erstreckt sich die Giiltigkeit 
derselben auf alle Werthe von w, und y,, fiir welche z tiberhaupt be- 
stimmte Werthe hat. 

Die zweifach unendlich vielen Wurzeln sind nun durch eine ana- 
lytische Gleichung zusammenzufassen, d. h. es handelt sich darum, 
eine analytische Gleichung fiir ¢ aufzustellen, deren sémmtliche 
Wurzeln einfache sind und durch die beiden Formeln 


2+ 4moa+4no’ 
und 
20'—2,+ 4m + 4n oo’ 
dargestellt werden, wenn z = z, eine Wurzel der Gleichung ist und 


mundm alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe einschliess- 
lich der Null beigelegt werden. 

Die elliptischen Functionen ~(w), welche durch die Differential- 
gleichung qy’(w)? = 1—14y(w)’+ y(u)* definirt werden, haben die Fun- 
damentalperioden 2 und 2’. Die aus denselben durch Vertauschung 
von w mit $w hervorgehenden elliptischen Functionen ~(4u) = p(w) 
haben also die Fundamentalperioden 4a und 4’. 


Es ist g’(u)? = $(1—14g(u)’+ p(w)*) und w ein Werth des 


Integrales 
g(0), @ A lar) | 
Fir das Integral if Bee ergibt sich folgende kleine Ta- 
11= 


belle (vgl. S. 40) 


/ 
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we 4,2 a —1,2 1,2 —1,2 
ee irs i pee La , c 
—o, f =o, f =o; f =-o, [ =o; [. = —@Q. 


0,% 0,4 1,43 0,4 1,0V3 


Die Wahl der unteren Grenze in dem Integrale w kann nun so ge- 
troffen werden, dass die Gleichung y(w) = g(u,) die Wurzeln hat 


“= U+-4mo + 4no’, 
u = 20'—u,+4mo+4na’, 


und zwar ist dieses der Fall fiir y(0) = 1, (0) = Y3i. Wird 
ndmlich der Integrationsweg vom Punkte 
t=_=1, Vid S4eer) = y3i 
um den Punkt ¢ = a herum in den Punkt ¢ = 1 zuriickgefiihrt, 
wobei die Quadratwurzel in —\/3i iibergeht, so hat das Integral 
1,-iV8 
den Werth 2’. Fiir eine bestimmte obere Grenze ist daher, 
1,7V3 
wenn ein Werth des Integrales wu, ist, auch 2@’—wu, ein Integral- 
werth; es besteht daher fiir die Function g die Gleichung 
p(20'—u) = lu), 

und die Gleichung g(u) = g(u,) hat in der That die angegebenen 
Wurzeln, von denen jede eine einfache Wurzel der Gleichung ist. 

Fiir die so bestimmte Function p(w) gilt nun folgende Tabelle 


jae dt 
u = ——— 
ve V4 —-14F +#) 


1, 7V3 


p(u+4a) = o(u), p(ut4o’)=g(u), p2a'—u) = y(u), p(a'—u) = 9(o'+u). 


1G en po’) = 2-¥8, 
go) = i, g(—o') = 243, 
1 
g(—a) = rane p(—w) par (uy) 
gp (@ + a) = 0; g (20) = a 
y(a—a') = 00, p(20+u) = —p(u), 
1 
g(a"+u) = ——(ao"—u), 20 ale esse 


In diesen Gleichungen, deren Herleitung aus dem Integralaus- 
drucke fiir « mit keiner Schwierigkeit verbunden ist, bedeutet 9” 
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die Summe w+’, wihrend o und w’ die auf 8. 40 erklairte Bedeu- 
tung haben. 


Die oben (S.52) gefundene Gleichung der vorgelegten Fliche 

hatte die Form 
F(w(2),¥@),¥@)) = 9, 
worin F' eine ganze rationale Function bedeutete und die elliptische 
Function 7 durch die Gleichungen 
vu) = 1-140 (u)+o@, 40) = 2-V3 

bestimmt war. 

Nun besteht zwischen der Function ~ und der Function g die 


Gleichung 
p(u) = p(2u+o'), 
es tritt daher 


F(p(2x + 0'), p(Qy+o'), p(2e+o')) = 0 


an die Stelle der friiheren Gleichung der Flache. 

Nach dem Additionstheoreme der elliptischen Functionen kann 
p(2u+o') durch p(w) und g’(w) rational ausgedriickt werden. Bei 
der Vertauschung vonw mit 20’—wu wird m(w) nicht geindert, wahrend 
g’(u) in —q(u) tibergeht; da nun bei dieser Vertauschung auch 
p(2u+') seinen Werth nicht dndert, soist m(2u+') rational durch 
g(w) ausdriickbar und es tritt daher an die Stelle der Gleichung 
JF’ = 0 eine Gleichung von der Form 


F,( 9(«), p(y) ; p(z)) = 0, 


worin J’, eine ganze rationale Function ihrer Argumente ist. Der 
unzerlegbare, in Bezug auf g(x”), p(y) und g(z) rationale Factor 
dieser Gleichung, welcher, fiir sich gleich Null gesetzt, die vorgelegte 
Flache darstellt, mége bezeichnet werden mit 


f(p(a), p(Y), yp (2) = 0. 

Wenn diese Gleichung wirklich nur die vorgelegte Fliche dar- 
_ stellt, d. h. den Inbegriff aller der Flichenelemente, welche durch 
simultane analytische Fortsetzungen. aus einem einzigen entspringen, — 
und die Auffindung einer solchen Gleichung der Fliche ist das End- 
ziel dieser Untersuchung — so muss dieselbe folgende Eigenschaften 
haben. 

1. Diese Gleichung kann p(x), p(y) und (ez) einzeln nicht in 
héherem Grade enthalten, als in dem ersten. Andernfalls wtirden 


Bestimmung einer speciellen Minimalflache. 71 


sich, wennz = a, y = y, gesetzt wird, fiir g(z) mehr als ein Werth, 
also fiir ¢ mehr als zwei in Bezug auf 4o und 40’ nicht congruente 
Wurzeln ergeben, und dies steht mit der Voraussetzung im Wider- 
spruch. . 
2. Die Flaiche dndert sich nicht, wenn von den drei Coordinaten 
“%, Y, 2 irgend zwei mit einander vertauscht werden, also ist ihre 
Gleichung symmetrisch in Bezug auf p(x), »(y), (2). 

Aus diesen beiden Griinden muss die Gleichung der Fliche die 
Gestalt haben 


f(p(x), p(y), p(4)) = 
A+ Blp(x)+ 9(y) + p(4)] + Cl p(y) ple) + o(2) p(%) + p(%) p(y) + 
+Doy(x) p(y) plz) = 9. 


Die Verhiltnisse der Constanten A, B, C, D werden durch fol- 
gende Bedingungen bestimmt. 

?. Der Punkt « = 0, y = 0, 2 = 0 ist ein Punkt der Flache. 

2. Der Abstand eines dem Punkte « = 0, y = 0, 2 = O be- 
nachbarten Punktes von der Tangentialebene der Flache in diesem 
Punkte, deren Gleichung v+y+z2 = 0 ist, ist eine kleine Griésse 
dritter Ordnung. 

3. Der Punkt « =, ¥ =o, 4 = —o ist ein Punkt der 
Flache. 

In der Entwickelung von f nach Potenzen von 2, y, 2 muss also 
das von 2, y, ¢ unabhingige Glied den Werth Null haben und die 


Glieder zweiter Ordnung miissen, wenn x+y+¢ = 0 gesetzt wird, 
verschwinden. 4 
Es ist p(0) = 1; pO) = \3i; (0) = —3. Die Entwicke- 


lung von f beginnt mit folgenden Gliedern 
f = A+3B+3C0+D 
+iV3(B+2C0+ D)(@+y+2) 
—$(B+2C+ D)(e’+y'+2)—3(C + D) (ye t+ eu + xy) 
4+ Glieder dritter und héherer Ordnung. 


Dies ergibt die Gleichungen 

1.) 4+3B+30+D = 0, 

2.) (B+2C+D)(a'+y'+(e+y)") +2(C + D)(zy—@+y)’) = 0. 
Die Gleichung 2.) lasst sich in die Form 
| 2(B+C)(e?+ayt+y’) = 0 
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setzen; es ist mithin C = —B und in Folge der Gleichung 1.) 
Daw, 
Der Punkt « = @, y = o, ¢ = —@o soll ein Punkt der Flache 
sein; es ist p(w) = %, p(—@) = —17; dies ergibt die Gleichung 
3.) A+Bi+C0+Di = 0, 
oder A+ Bi—-B—Ai = (1-1)(A-—B) = 0, 


hiernach ist also B = A zusetzen. Wird A = 1 gesetzt, so ergibt 
sich unter den angegebenen Voraussetzungen die Gleichung 


£(p(x), p(y), p(2)) =1+[9@) +9(y) + 9(@]—-lp(y) o) + p(4) y@) + 
+ p(x) p(y)|—p(z) p(y) p(2) = 


Hiermit ist jedoch noch keineswegs bewiesen, dass diese Gleichung 
wirklich die vorgelegte Fliche darstellt. Aus den angestellten Be- 
trachtungen geht auch nicht hervor, dass diese Gleichung eine Mini- 
malfliche darstellt. Denn bei der Herleitung wurde die Voraussetzung 
gemacht, dass jener unzerlegbare in Bezug auf p(x), p(y) und (2) 
rationale Factor, welcher die Flache darstellt, nur diese Flache und 
jeden einfachen Punkt derselben nur einmal ne stelle. 

Die Richtigkeit dieser Voraussetzung muss aber erst bewiesen 
werden. Dies ist die Aufgabe der folgenden Untersuchung. 

Es ist mit Strenge erwiesen, dass zwischen g(a), p(y), p(z) eine 
algebraische Gleichung bestehen muss, welche fiir alle Punkte der 
Flaiche befriedigt wird. Es ist jetzt zu untersuchen, welche Eigen- 
—schaften die Grose p(z) als Function von g(x) und (y) besitzt. 

Es sel += 2%,, y= yY,, 2 = #, ein Punkt der Flache. Es werde 
p(%,) = Pur P(Y) = Gs P(%) = 7% gesetzt. Ausdem durch diesen 
Punkt gehenden Flachenelemente kénnen andere hergeleitet werden, 
fiir welche wieder « = 2,, y = y, ist und 2 einen der Werthe 


Z+4mo+4na' 

oder 

20'—2,+ 4m + 4no’ 
annimmt; fiir alle diese Punkte hat g(z) den Werth »,. Wenn aber 
y(2) als Function von g(a”) und p(y) betrachtet werden soll, so sind 
nicht bloss die analytischen Fortsetzungen ins Auge zu fassen, bei 
denen # wieder in w,, y wieder in y, zurtickkehrt, sondern alle die- 
jenigen, bei denen g(#) in g(#,) und p(y) in g(y,) zuriickkehrt, und 
es ist zu untersuchen, welche Werthe g(¢) hierbei erhiit. 

Die Werthe von ¢ fiir 


a Ne re 
a : 
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“2 = “,+4m,0 + 4n,0' 
Y = ¥+4mn,o@+4n,0' 


sind wegen der Periodicitiit der Flache dieselben wie fiir « = 2, 
yY = ¥; (2) hat also fiir alle diese Punkte den Werth .,. 
Ks ist nun zu untersuchen, ob fiir die Werthsysteme 


t= 2n'—«7, | ec= £ 


y= % 


e's f 
: L = 20'—2, 


yY = 20'—y, | y = 2a'—y, 


die Coordinate z auch noch dieselben Werthe erhilt. 

Wie friiher (8. 65) gezeigt wurde, ist die Ebene ¢ = o’ eine 
Symmetrie-Ebene der Flache, und, da bei cyclischer Vertauschung von 
x,y, @ die Flache sich nicht dndert, so sind auch 7 = w’ und y= 
Symmetrie-Ebenen derselben. Hieraus folgt aber, dass die Coordi- 
nate z auch fiir die obigen Werthsysteme von 2 und y nur solche 
Werthe annehmen kann, welche in den beiden Reihen 


ed é,+4ma+4no’ 
2 = 20'—2,+4ma+ 4no’ 


enthalten sind. Es ist demnach fiir alle Werthe von w und y, fir 
welche p(x) = p,, p(y) = % ist, op) = 

Also ist g(z¢) =r eine eindeutige Function von (x) = p 
und g(y) = g und, da g(z) eine algebraische Function dieser Gréssen 
ist, so ist r eine rationale Function von p undg. Derselbe Schluss 
lasst sich fiir p und gq machen und es ist daher jener unzerlegbare 
Factor f(p,q,7r) = 0 in Bezug auf jede dieser drei Gréssen vom 
ersten Grade. Alle oben gemachten Schliisse sind daher berechtigt. 

Die gefundene Gleichung 


1+ (pu + py + p2)—(py pe + pe pe + Px pY)— Hx PY pe = 0, 
in welcher die elliptische Function g durch die Differentialgleichung 
gy (uy? = 1(1—14y(u)’+ p(u)*) und die Anfangsbedingungen gy (0) = dy 


p'(0) = V3i bestimmt ist, ist also in der That eine unzerlegbare 
Gleichung der vorgelegten Fléche. 


Fiir den nachfolgenden Theil der Untersuchung, dessen Aufgabe 
in der Hauptsache nur noch darin bestehen kann, die Richtigkeit der 
ausgesprochenen Behauptung im Einzelnen a posteriori darzuthun , ist; 
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es niitzlich, statt der elliptischen Function g eine andere 4 einzu- 
fiihren, durch deren Einftihrung iiberdies die Gleichung der Flache 
noch etwas vereinfacht wird. 

Dies geschieht durch die Substitution 


gfe let 
] 


eo | = 
1—g’ ? Ae 


durch welche das Integral 


p(w) dgp : 
ell Vid—-g+o) ae | Viet gata 
ivy VEA—l4g'+ ¢") hu) ¥# bgh te 


mit der Bedingung, dass bei der Integration der Endwerth von 


=. VS AME SLE 


positiv sein muss, my Diese Umformung gewahrt zugleich 
den Vortheil, dass fiir alle reellen Werthe von u die Grésse 4 stets 
auch reell ist. 

Es gelten die Formeln 


A= ir pies. }| == 6) 
sof een 
A—10) A—10 A= iys 


und fiir die Function A(w) ergibt sich folgende Tabelle (vergl. die 
Tabelle fiir p(w) auf S. 69) 


A(ut+4o)=A(u), 4(u+40")=A(u), A(2o'-u) = A(u), A(o'—u) = A(o'+u), 


4(0) pe eee A(o") a V3i, 
1(@) = i, A(—o') = —V3i, 
A(—o@) = —1, A(—u) = —A(w), 
A(@+o') = —2, A(20) = 0, 

io’) = 5, iQotu) = =e, 
A(@" + w) = ae A(20—uU) = iw" 


Fiir die Umgebungen der Werthe 4 = co, uw = 0 gelten die 
Entwickelungen 


eC ~ 2h». a oa\ 3 
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u= =e = 


Wird A(a@) mit 2, A(y) mit w, A(z) mit v bezeichnet, so gelten 
in Bezug auf 2, w, v dieselben Schliisse, wie auf 8. 72 und 73 fiir 
P, g, yr. Es gibt also eine Gleichung der Fliche, welche die* Gréssen 
4, wu, v rational enthaélt, in Bezug auf jede einzelne derselben vom 
ersten Grade ist und die Form hat 


BQ, u,v) = A+ BAtwty) + O,uvt+vd+au)t+ Day = 0. 


Die Bestimmung der Verhiltnisse der Coefficienten in dieser 
neuen Gleichung kann entweder durch Umformung der friiher gefun- 
denen Gleichung der Fliche oder auf folgende Weise direct ausge- 
fiihrt werden. 


Wenn zt = 4, y¥ = y,, ¢ = 4, ein Punkt der Flache ist, so ist 
auch 4 = —x%,, y = —Yy,, 2 = —4, ein solcher. Es muss also die 
Gleichung der Fliche F = 0 in sich zurtickkehren, wenn 4, wu, v 
gleichzeitig durch —/1, —u, —v ersetzt werden. 


Die Gleichung F = 0 hat also entweder die Form 
A,+C(uv+vA+iu) = 0 oder B(A+ut+v)+ DA = 0. 


Die Entscheidung dariibér, in welcher dieser beiden Formen die 
Gleichung der Flache zu suchen sei, ergibt die Bedingung, dass der 
Punkt « = 0, y = 0, ¢ = 0 ein einfacher Punkt der Fliche ist, in 
welchem dieselbe die Tangentialebene x+y+¢ = 0 besitzt, eine 
Eigenschaft, welche nur den durch die erste dieser beiden Formen 
dargestellten Flichen zukommt. 

Der Werth des Verhialtnisses A,:C, ist bestimmt durch die Be- 
dingung, dass der Punkt 7 = o, y=, # = —wo ein Punkt der 
Fliche ist. Da A(@) = 1, 4(—w) = —1 ist, ergibt sich C,= A,. 
Wird nun A, = 1 gesetzt, so folgt 


F(A, w,v) = l4+uv+v. + do. 


Die Gleichung der vorgelegten Minimalflache ist 
also in ihrer einfachsten Gestalt 


uw+vitiu+l = 0, 


und zwar bedeuten die drei Gréssen 4, w, v dieselben 
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elliptischen Functionen der drei rechtwinkligen Coor- 
dinaten a, y, 2, mit welchen sie durch die Gleichungen 


ra t {- t 
Y= Se 4e=> Se 
| epee : | ay L, VeE+ ECTS 


verbunden sind. DieIntegrationen sind hierbei so aus- 
os > 
zufiihren, dass der Endwerth von 


1 ViPP EFT 


positiv wird, im Uebrigen eine jede auf beliebigem 
Wege. 

Die Coordinaten w, y, @ haben hier dieselbe Bedeutung in Be- 
ziehung auf die Fliche, wie in den Gleichungen (C) (S. 45) und (D) 
(S. 50), jedoch nicht dieselbe Bedeutung, welche den Groéssen 2, y, 2 
in den Gleichungen (A) (S. 32) beizulegen ist. 

Es ist auch zu bemerken, dass reellen Werthen von 2, y, 2 stets 
wieder reelle Werthe von 2, w, v entsprechen. '°) 

(Wenn 4, wu, v als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes ge- 
deutet werden, so stellt die Gleichung F(A, wu, v) = 0 ein einschaliges 
Rotationshyperboloid dar, dessen Rotationsaxe die Gerade 4 = w = v 
ist und auf dessen Asymptotenkegel die Coordinatenaxen liegen.) 


Es ist nun der Nachweis zu fiihren 

erstens, dass die durch die Gleichung F(A, wu, v) = O definirte 
Flache der partiellen Differentialgleichung der Minimalfléchen wirklich 
gentigt, und zweitens, dass diese Flache alle diejenigen geraden 
Linien enthalt, welche auf der durch die Gleichungen oor und (D) 
definirten Minimalfiiche liegen. 

Um zu zeigen, dass die Fliche F(A, uw, v) = 0 in der That der 
partiellen Differentialgleichung der Minimalflichen geniigt, scheint es 
zweckmassig zu sein, um weitléufigere Rechnungen zu vermeiden, die 
letztere in der Form 


Upto See iN et 5 


0p. Ose Orel OF) 
zu wahlen, wo o, und g, die Hauptkriimmungsradien in-einem Punkte 
der Flache, X und Y die Ausdriicke 
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Dp q 
AX. ee Y ee ——————— 
Vet ¢+1" VP+e+l 
bedeuten, wenn mit p und gq die partiellen Ableitungen 
de _ oe 
satay 


fiir diesen Punkt der Flache bezeichnet werden. 
Zur Vereinfachung der Rechnung mége fiir die gegenwirtige 


Untersuchung statt 4, uw, v a ; a : = und statt 7, y,2 2x,, 2y,, 2z, 
9) 


gesetzt werden. 


Dann ist die Gleichung der Fliche w,y,+,4,+4,4,+3 = 0, und 
es ist 


if °0 di, 

1, >= ee? 
h VGi+1) GF +9) 
also 


Ts ee tee 
Ea = Af = (A +DAQ+9) ws. w. 


Wenn nun die Marke 1 wieder weggelassen wird, so ist 


ree he fn eee j 
«= | Tear : resi ‘ Reeser) 


ye a (A741) (47+ 9); uw’ — (w’+1) (w+ 9); yp” a (+1) (v?+ 9); 


3+A 
wy t+vA+Au+3 = 0, Te 
Hieraus ergibt sich durch partielle Differentiation in Bezug auf 
“% und y 
07 B—w nee ae Loa: a 
rae ay ay 8 
ee ae ee, a 
Le ae OS a dy (ature v? 
area Gwe Bawa 
“rr Verte tate Va 
ed SESS OS) 
: Vert e+ Vu 
; . 
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Werden fiir 4°, w?, v'’? ihre durch 4 und w ausgedriickten Werthe 
gesetzt, so ergibt sich 
M = 243 +126 (A?+ uw?) + 288 Au + 27 (A*+ w*) +108 2° u?+ 96 (a2 + Au ) + 

414 (Atwe+ Wut) + 320° w+ ddiwt 
Nun ist 
nee he 

2M -Aa"—A Sore 

2(Vm )’ 
Der im Zahler stehende Ausdruck hat den Werth 


Ce pee 


2M" —2". as = 25921—2592 u 


OA 
+ 2882? w+ 576 Aw — 864 u? 
—2881°—96A4 wu + 961? w>+ 288Au* 
+ 96A° uw —642? Ww? — 322% 0? 
+ 822° w?— 327° u* 
= 32(8—2")(3~ ay)[(B + °)(B +m") + dau] (Aw). 
Also ist 
aX _ 4g, B—a)B—w')(B—Aw) [B+ 4)(B-+ wt) +444 
Ox MVM 


Durch Vertauschung von 42 mit w wird hieraus der Werth von 


-(A—w). 


a erhalten. Die linke Seite der vorigen Gleichung geht dann in oe 


die rechte in ihren entgegengesetzten Werth iiber und es ist daher 
die Gleichung 

ox ee = 0 

Ox oy 
fiir alle Punkte der vorgelegten Fliache befriedigt. 

Es besitzt alsoin der That die durch die Gleichung F(A, u,v) = 0 

dargestellte Flache die charakteristische Eigenschaft der Minimal- 
flichen, dass ihre mittlere Kriimmung iiberall gleich Null ist. 


Es ist nun zu zeigen, dass auf der Fliche F = 0 auch gerade 
Linien liegen. 

Wird z = 0 gesetzt, also y = oo, so muss w+4 = O sein. 

Fiir a(x) werde —4(—z) gesetzt, so ergibt sich die Gleichung 


A(y) = 4(—2). 
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Sémmtliche Werthe von y, welche diese Gleichung befriedigen, sind 
enthalten in den beiden Formeln 


= —x%+4mo+4no’, 
Y = 20'+4+4mo0+4nq'; 


in Worten: Die Ebene z = O schneidet die Fliche F = 0 in den 
beiden Schaaren von Parallellinien, welche durch die Gleichungen 


@= 0, e2+y = 4mo + 4no’, 
e=0, y—x% = 20'+4moa+4no’ 


gegeben werden. 

‘Im vyorliegenden Falle ist nur die erste dieser Schaaren reell und 
zwar, wenn » den Werth Null hat. 

Statt durch die Ebene ¢ = 0 konnte auch durch die Ebene 
2 = 4ma+2no' geschnitten werden. 

Solcher Geraden liegen drei durch den Punkt « = 0, y= 0, e = 0 
gehende in der Tangentialebene der Flache in diesem Punkte. 

Wird ¢ = +2, also v = O gesetzt, so ergibt sich aus der 
Gleichung der Fliche 


Autl=0, Ay= ae 


Die Wurzeln dieser Gleichung sind enthalten in den beiden 
Formeln 
Yrs 260 +a2+4mo+4no’, 
y = 20+ 20’—2%+4mea + 4no’. 


Denselben entspricht ebenfalls eine Schaar von Parallelen. 
Wird ¢ = —o, also v = —1 gesetzt, so besteht zwischen 4 
und w die Gleichung ‘ 
—(A+u)+Aw+l = 0. 


Diese Gleichung lisst sich in zwei Factoren (A—1)(u—1) = 0 
zerlegen, wird also identisch durch 2 = 1 und durch w = 1 befriedigt, 
d. h. durch die Systeme 


L = a+4ma+4no’, 


2 = 2o0’—o+4ma+4no’, 
und durch 2 


Y = 20’—a@+4mo + 4n a’. 
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80 
Die Ebene z — schneidet also die Flache in zwei Systemen 
von parallelen Geraden, von denen das eine der Y-Axe, das andere 


der X-Axe parallel ist. 
Eine analoge Eigenschaft hat die Flache in Bezug auf die Ebene 


4=—+1+0. 

Wird « = 0, y = —o, alsod = 1, w = —1 gesetzt, so wird 
die Gleichung der Fliache fiir jeden Werth von »v, also auch fiir jeden 
Werth von ¢ befriedigt. Die Flache enthalt also die der Z-Axe pa- 


rallele Gerade 7 = 0, y = —@. 
Es bleibt noch iibrig zu zeigen, dass die Flaiche in Bezug auf 
den Punkt « = @, y = @, ¢ = —o die auf 8.17 u.48 néher ange- 


gebene Symmetrie besitzt. 
Es mige gesetzt werden 


e= Ott, yooty,~ ¢=-a+2, 
so ergibt sich vermége der Gleichungen 
’ ea —1 mas +1 
A(o+ 2’) a 1 (c'—@) = T(o—2’)’ 
' —1 1 
A c+ = ; —= 5 
tt) = 1G =o) mi ean 
’ —1 +1 
A(— = => = 
(—o +2’) pers heen 


dass die Gleichung F(4, u,v) = O in sich selbst zuriickkehrt, wenn 


> 


statt 
0 a, ’ Uh ’ 2 ’ 
gesetzt wird 
bac ! yy ! 
a X “4 Yo ’ a ’ 
oaer 
! ! 
d — 2X) Yo —&; 
oaer 
ae —y! —zg! 
’ 0? 0? 0? 
oder endlich 
! ! t 
Yo) SRR re Bos 


Durch diese Eigenschaften wird aber die Symmetrie der Flache in 
Beziehung auf den Punkt wz’ = 0, y’ = 0, ¢ = O charakterisirt. 


Es entsteht nun die Frage, ob die vorgelegte Fliche singulire 
Punkte besitzt. é 


7 
4 
é 
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Die Bedingungen fiir dieselben sind 


oF oF oF 
je Cae ape or 
oder 4 
uv+vaA+aAu+1 = 0, = 0, W+Alw = 0, A+u)v’ = 0. 


Fir (uw+v) = 0 ergibt sich aus F = 0 entweder 4 = oo, oder 
uy +1 = 0. Den Wurzeln der Gleichungen uw+v = 0, wv +1 = 0, 
uw = +1, vy = F1 entspricht kein singulirer Punkt der Fliche, weil 
oF 
Oy 
langen ae Auch der Annahme u+v = 0, 4 = co entspricht 


und —— 2 fiir diese Werthe nicht zugleich den Werth Null er- 


kein singularer Punkt der Flache, wie sich ergibt, wenn die Gleichung 
der Flache in die Form 
wry see = 0 
gesetzt wird. 
Wenn daher die Flache singulire Punkte besitzt, so kénnen die- 
selben nur hervorgehen aus dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen 


A= 0; (ee be y =a, 
Die Wurzeln der Gleichung 4’ = 0 sind 4 = + a , £73. Werden 


diese Werthe in die Gleichung der Flache eingesetzt, so ergeben sich 
die Gleichungen 


ae —=(ut+v)t+pyvt+1 = 0, 


+iV3q+v)+uv+l1 =I 


von denen die erste durch die Werthepaare 


eet, v= t— und p = FiV3, » = FiVB, 
V3 
die zweite durch die Werthepaare 
ee y= tiV¥S ud p= tiV3, v= 
befriedigt wird. 
Andere Verbindungen von Werthen, fiir welche 
oF oF oF 
ote as Oye 102 
gleichzeitig verschwinden, gentigen der Gleichung der Fiche nicht. 


Schwarz , Gesammelte Abhandlungen, I, 6 
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Die Werthsysteme 


Amt, +a = iv3, xiV3, 
eed es Roe Vos a = iy3, 
of i 
3 
iV 1; 


sind also die einzigen, welchen singulire Punkte der Flaiche F = 0 


Vises ah ia -ivs, at 


entsprechen. Fiir diese Punkte, von denen tibrigens keiner reell ist, 
ergibt sich 
VCE = C- (dx’?+ dy’+ dz’). 


Gelegentlich mag hierbei erwihnt werden, dass auch die Flache 
zweiten Grades 


(7—2,)'+ 9; pee (2-4, )’ = 0 


der partiellen Differentialgleichung der Minimalflichen (im analyti- 
schen Sinne) geniigt. 7°) 


Es wurde bemerkt, dass aus den Gleichungen, welche die ellip- 
tischen Functionen w(x), v(y), w(z), deren Fundamentalperioden 20 
und 2’ sind, als algebraische Functionen zweier variablen Parameter 
ausdriicken, durch Elimination eine Gleichung der Minimalflache 


F(w(@), v(y), o(@)) = 0 


erhalten werden kénne. 

Wenn nun auch ein in Beziehung auf die Gréssen v(x), (y), 
(2) unzerlegbarer Factor dieser Gleichung ins Auge gefasst wird, so 
stellt derselbe dennoch, wie bereits erwihnt wurde, ausser der vor- 

gelegten Flache noch deren Verschiebungen um 2, 20’, 2@-+20' in 
- der Richtung jeder der drei Coordinatenaxen, sowie auch die Ver- 
schiebungen dieser Verschiebungen dar. 

Es entsteht nun die Frage, wie viele der hieraus zusammensetz- 
baren 4-4-4 = 64 parallelen Verschiebungen zu einer neuen Lage 
der Flache fiihren, fiir welche dieselbe also nicht mit sich selbst 
coincidirt. 


Es gibt acht solcher Verschiebungen, welche durch folgendes nur 


ee Ce re AX 
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Verschiebungen um reelle Strecken enthaltende Schema dargestellt 
werden kénnen: 


x y g x y é 
do vir an) Deke Ee ee ae 
0) 20 260 20 0) (0) 
200 0 20 0 20 0) 
20 20 0 6) 0) 200 


Aus diesen acht Verschiebungen, welche in zwei Gruppen zu je vier 
und in vier Gruppen zu je zwei zerfallen, kénnen alle anderen durch 
Hinzufiigung solcher Verschiebungen, bei welchen die Fliche in sich 
selbst zuriickkehrt, zusammengesetzt werden. 

Ist nun die Gleichung der urspriinglichen Flache F(A, u,v) = 0, 
so sind die Gleichungen ihrer sieben Verschiebungen 


ny—L 2) =o (hn —Hna2(h hen 

F(— Ht = bs =) a, ee uv) =0, F(4, -< v) = 0, 
F(A, a, 2) =i 

Diejenige Gleichung, welche ausdriickt, dass das Product’ der 


linken Seiten dieser acht Gleichungen den Werth Null hat, stellt 
also die acht verschiedenen Flachen zugleich dar und steht somit auf 


gleicher Stufe mit dem betrachteten Factor der Gleichung 


F(o(a), v(y), v(@)) = 9. 
Das Product der acht Ausdrticke F dndert seinen Werth nicht, 


wenn A mit me vertauscht wird; dasselbe ist also rational aus- 
driickbar durch is Ebenso zeigt sich, dass jenes Product seinen 


Werth nicht andert, wenn 4 mit = vertauscht wird; dasselbe ist 


also auch durch A cs mithin auch durch 


O-2Y = (44) 


rational ausdriickbar. 
ae 
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Wird nun 
1 4 / 1 Al Lo : fats 47 (2) 
bes = $7 (%), Leavers $0) | Oca 
gesetzt, so ergibt sich, wenn die Gleichung F(A, uw, v) = 0 in Bezug 


auf p, q, r rational gemacht wird: 
®(p, 9,7) = (ar trp + pq) 4a (p+ +r)-12 per = 0. 


Zwischen den Coordinaten 2, y, 2 und den Gréssen p, g, 7” be- 
stehen dann die Gleichun gen 


od 
‘i = (ae ES 


i dt 
/ Sel variate 


i ad 
bos [nee Vag 
| Viet CFD 
wiihrend sich 


peo 93.2 V8 + ¥@) 
2—9/3— y (a) 
erweist. 

(Die Gleichung ®(p,q,7) = O stellt, wenn p, q, 7 als Parallel- 
coordinaten eines Punktes gedeutet werden, eine Flache vierten 
Grades dar, fiir welche der Punkt p = 0, gq = 0, r = O ein drei- 
facher Punkt ist und die drei durch diesen Punkt gehenden Geraden 
q=0,r=0;r=0,p = 0; p = 0, ¢ = 0 Doppelgerade sind. 
Diese Flaiche ist daher ein specieller Fall derjenigen, welche unter 
dem Namen der Steiner’schen Rémerfliche bekannt ist.) _ 


Der Zusammenhang zwischen den in der obigen Darstellung auf- 
tretenden und den Jacobi’schen elliptischen Functionen ist aus fol- 
gender Tabelle, in welcher a? die Griésse 2— V 3 bezeichnet, ersichtlich. 
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ad 
: G+oletarer 
O¢ rd = (ng) we 8300 7 = (n)d — 
7] I 9p ti 
Ecler gehs atl ‘FL SO ‘[ea0a 
G & is 
olan (n@) we 3300 ¢A = 3 
fey aii re (n)¥ 
1% ¢ (n$) we us (n) (T+H7ell(et ath a = etaée tee me: 
ey en SAUTE 
| (9-0) (a—w) tp (-+9FT— DEA 
29 | Gv wG ‘coe B UKs —_ 4 le — : qf —) = nr 
i leh gt. ( n UTM ) ae Ee 9p : (nb I (n)b 
(GVA r+apI-1A 
30 Gy 2? gO —— peme ay 3 u {- z eee el far 
(O- ee te ;0 ( nek x) WB UIS ,0 == (0) p ay zs a 
aM y 4 woq[assop Sunryayurg, qeasoquy soyosy dy 


(78 ‘PL ‘69 {89 ‘TSS Tet9A)) 
‘s}losdorpue UetoToUn Uoypstydyyfe WeyosTqooe er Wop pun 
sqraszoute (n)d ‘(n)y ‘(n)b ‘(n)P wouorounT Usp WoyostMz SuLyUOWMUMeSN, 
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Der Uebergang zu der durch die Gleichung 


S 


f- d f- ds 
a = = es 
V4 (s—e,) (se, )(s—e,) ou V4s*—9,5—9, 


you 


 definirten elliptischen Function yu, welche Herr Weierstrass in 
seinen Vorlesungen tiber die Theorie der elliptischen Functionen zu 
Grunde legt, kann im vorliegenden Falle durch die Substitution 
gu = p(w) +4 vermittelt werden.'’) Es ergibt sich dann 


ae a 2 as Be — a a NG 
Cie a ees an le Con cag) €,—e, = 4, €,—€, = 1; 


n= 3) B= F- 
Die Gréssen 2 und 2’ sind zugleich fiir die Function gu ein Paar 
Fundamentalperioden, auch ist g(a) = e€,, g(a’) = @,. 


Die Aufgabe, eine elliptische Function f(w) zu bestimmen, von der 
Eigenschaft, dass alle Wurzeln der Gleichung f(w)—/f(u,) = O fiir 
jeden Werth von w, durch die beiden Reihen von Werthen 


¥ 

y= U,+2mo + 2no’, 
es v 

u = U—U,+2ma + 2na’, 


gegeben werden, wo den Gréssen m und » alle ganzzahligen Werthe 
beizulegen sind, hat die speciellen Lésungen 


gut gu, 
ou— Ou, 


fi) = G4 —u) und “f,(u) = 


Fiir die Function gw gelten nimlich die Gleichungen 


p(—u) = gu, 
folglich 
9 (ZU —u) Poe 9 (w— $ Uy) =a [3% —(u,— %)], : 
Uteu, | 
Py —u) = 4) ETE (out om), 
folglich 


4 (gu + gu, +9 (u,—u)) = 


Gut e's, ' i } 9 (u)—w) + get, ? 
pu— eu, 9p (u,—u) — eu, )° 


Aus dieser Gleichung ergibt sich, wenn die Zeichenbestimmung 
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durch Betrachtung des Werthes w = iu, oder mit Hiilfe der fiir die 
Umgebung des Werthes w = 0 geltenden Reihenentwickelung ausge- 
fiihrt wird, dass 

Q{t,—U)+e%,  gute'u, 


9 (u,—U) — ou, ou— ou, 


Zwischen den beiden Functionen /f,(w) und /,(u) besteht die 
Gleichung 


ae ae 2¢'(eU, 
f,(u) ion fi($%) ai f,(u)—f,(0)’ 


oder es ist 


pute, _ 9"(G%) 2" ) 


pu — ou, g'(tu,)  g(tu—u)—e(su,) 


Wird in den vorstehenden Gleichungen statt wu iiberall $w und 
statt u, ' gesetzt, so ergibt sich, dass die Function f,(4w) dieselben 
Fundamentalperioden besitzt und genau fiir dieselben Werthe von w 
unendlich gross und zwar unendlich gross erster Ordnung wird, wie 
die Function a(u). Hieraus folgt, dass 


Aus den fiir die Umgebung des Werthes u = 0 geltenden, nach Po- 
tenzen von w fortschreitenden Reihenentwickelungen 


aed 5 4 45 
folet, dass C = een C, = 0 ist, dass also zwischen A(w) und 


ga (4u) die Gleichung besteht: 
1 eu) 


io ites 23 e(hu—e, 


Nun bestehen, wenn der Modul & durch die Gleichung 


bm (a 
€,— 6, 
bestimmt wird, die Gleichungen 


(¢,—¢5) ae 

( —_—(, = = — 

coe een ain (Ve,—e,° u) 

cos am (Ve, —e,- v)- A am (Ve,—e,: w) . 


sin® am (Ve, —e,: #) 


gu = —2(¢,—@, ) Ve, mae 
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Hieraus ergibt sich fiir 4(u) der Ausdruck 


2 cosamu-Aamu 
A(u) = Va : ee) 
3 gin am u 


Es folgen hier noch die Werthe einiger Constanten. © 


eae eh i aS 1 1-VE 0,017972383 ; 


Py 1+ Vk 


ae 2 
tO Ky o70n6187, 2% S14 oe on. = Loraie2n, 
a 602 i bf 


oe Ko 1K = 0.842870, wi os te Oreebe. 
Ve, —¢, 

Es liegt nun nahe, ein raumliches Gebilde aufzusuchen, fiir 
welches die beiden Eigenschatten, welche fiir die vorgelegte Minimal- 
fliche der reellen geometrischen Deutung entbehren, — namlich dass 
dieselbe durch eine Verschiebung um 47’ in der Richtung einer der 
Coordinatenaxen mit sich selbst zur Deckung gelangt, sowie dass die- 
selbe in Bezug auf die Ebenen = +’ sich selbst symmetrisch ist, 
eine reelle Bedeutung erhalten. 

Hierzu wird auf das Gleichungssystem (C) (8S. 45) zuriickge- 
gangen. 

Die Ausdriicke fiir die drei Coordinaten ergeben reelle Werthe, 
wenn das Gebiet von t und tr, auf die Fliche eines mit dem Radius 
Vi um den Nullpunkt beschriebenen Kreises beschrinkt wird und den 
Gréssen t und t, conjugirte Werthe beigelegt werden. 

Die letztere Beschrinkung ist keine nothwendige, vielmehr ge- 
héren alle diejenigen Punkte im analytischen Sinne zu der vorge- 
legten Flache, welche sich fiir irgend ein Werthepaar 1, t, ergeben. 

Wiahrend bei der Annahme +t = p+qi, t, = p—qi die Werthe 
der Coordinaten das Doppelte der reellen Theile der drei Integral- 
functionen darstellen, stimmen dieselben bei der Annahme + = p+ qi, 
t, = —p+qi mit den doppelten imaginiren Theilen der drei Integral- 
functionen tiberein, wenn in beiden Fallen den Variablen p und q nur 
reelle Werthe beigelegt werden. 


ane “a 


Bestimmung einer speciellen Minimalfliche. 89 


Bei der letzteren Annahme haben also die drei Coordinaten jedes 
Punktes des auf diese Weise entstehenden Flichenelementes rein 
imaginire Werthe; wird daher « = 2,-1, y = y,-i, 2 = 2,4 gesetzt, 
so entspricht dem genannten Flichenelemente x, y, z, von welchem 
nur der Punkt « = 0, y = O, e = 0 reell ist, ein reelles Flachen- 
element %,, ¥,, 4;- 

Der Flache nun, welche die analytische Fortsetzung dieses 
Flachenelementes ist, kommen die Kigenschaften zu, in Bezug auf die 
Ebene 4, = 7% sich selbst symmetrisch zu sein und durch eine 
Verschiebung um —4’t lings jeder der drei Coordinatenaxen mit sich 
selbst zur Deckung zu gelangen. 

Es entsteht nun die Frage nach den anderweitigen Eigenschaften 
dieser Fliache. 

Zunichst ist zu bemerken, dass die analytische Gleichung dieser 
Flaiche gefunden wird, indem in der Gleichung der Minimalfliche 


A(y) A(z) +4 (2) a(a) +A(w)a(y) +1 = 0 


an die Stelle von a, y, 2, 24, y,i, 2, gesetzt wird. 

Denn diese Gleichung wird identisch befriedigt durch die nach 
Potenzen von t und 7, fortschreitenden Reihen, welche sich fiir 2, y, 2 
aus dem Systeme der Gleichungen (C) (S. 45) ergeben, unabhingig 
davon, welche Werthe t und +r, haben, wenn nur die Reihen fiir die- 
selben convergiren. 

Das Bestehen dieser Gleichung fiir ein Flaichenelement geniigt 
aber zu dem Schlusse, dass diese Gleichung auch fiir alle analyti- 
schen Fortsetzungen desselben gelte. 

Hieraus geht hervor, dass die betrachtete Flache ebenfalls eine 
Minimalfliche ist. 

Ist nimlich F(a”, y, ¢) = 0 die Gleichung einer Minimalfliche, 
so ist, wenn ¢ einen constanten Factor bedeutet, fiir die Flache 
F(ca, cy, ce) = 0 die partielle Differentialgleichung der Minimal- 
flichen befriedigt, und zwar identisch fiir jeden Werth von c; die- 
selbe ist also auch fiir c = ¢ erfiillt. 

Wird nun zu denjenigen Gleichungen zuriickgegangen, welche die 
Coordinaten als Functionen von s und s, ausdriicken, siehe die For- 


meln (A) auf S. 32 [vergl. Monatsberichte 1866 8. 619] 
dz = (1—s*)§(s)ds + A—s7) dis.) ds,, 
dy = i(1+s*) &(s)ds — t+ 81) 3:(si) as, , 
dz 25%G(s)ds + 28,%,(s,)ds,  , 
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so ergibt sich, dass bei dem Uebergange von 2, y, @ In &t, Y,t, #0 
%(s,) mit —§,(s,) zu vertauschen ist. 
Dies ergibt 


ida, == (1—s?) G(s) ds— (1—s{) §1(s, ) ds, , 
idy, = i(1+s7)§(s)ds+71+ 57) ¥,(s,) ds, , 
dé, = ~Ash(s)ds — 45,%,(s, )ds;. 


Durch diese Formeln wird jedem Punkte x, y,, 2, der urspriing- 
lichen Minimalfliche, der einem bestimmten Werthepaare s, s, ent- 
spricht, ein bestimmter Punkt 7,, y,, 2, der neuen Minimalfliche zu- 
geordnet, der demselben Werthepaare s, s, entspricht. 

Ist X(a—xz,)+ Yy—y,) + Z(4—4,) = 0 die Gleichung der Tan- 
gentialebene in einem Punkte a,, y,, 2 der ursprtinglichen Fliache, 
ist also 


Xdx+ VYdy+Zde = 0, 


so zelgen die obigen Gleichungen, dass auch 


Xdxz,+ Ydy,+ Zdz, = 0 


ist, dass also die Tangentialebenen in entsprechenden Punkten beider 
Flachen parallel sind. 
Das Quadrat der Linge des Linienelementes 


da’?+ dy?+ dz? = dl’ 
hat den Werth 


dl’ = 4(1+ss, °F (8) diS,) ds ds, ; 


denselben Werth hat auch das Quadrat der Linge des Linienelementes 
dl? der neuen Minimalflache. Aus der Gleichung dij = dl? ergibt 
sich aber, dass die neue Minimalfliche eine Biegungsflache der 
urspriinglichen ist. *°) 

Die neue Minimalfliche enthilt endlich auch gerade Linien. Wird 
z, B. s = 8, gesetzt, so ist G(s) = F,(s,) und es ergibt sich dz, = 0, 
dz, = 0; also liegt eine der y,-Axe parallele Gerade ganz auf der 
Flache. — Diese Gerade ist eine Biegung derjenigen Curve, welche 
bei der urspriinglichen Fliche in der Symmetrie-Ebene 2 = y’ liegt. 
Ebenso liegen auf der neuen Fliche geradlinige Vierseite, welche 
zwei Symmetrie-Ebenen haben und zwar sind zwei ihrer Winkel 
rechte Winkel, wiihrend die beiden andern 60° betragen. 


"= "2". <= -) on 
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Den geradlinigen Strecken von s = 0 bis s = + a;’s, = s ent- 
sprechen auch auf der Fliche geradlinige Strecken, welche die Linge 
—Y20'i haben und zu den Seiten der auf der Fliche liegenden Vier- 
seite gehdren. Va 

Betrachtungen, welche den friiher (S. 50) angestellten ganz analog 
sind , erleichtern die Herstellung eines Modelles der neuen Fliche, 
durch welches die Periodicitit und die Symmetrie derselben zur An- 
schauung gebracht wird. *') 
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Nachtrag. 


Der Verfasser der Abhandlung: ,Bestimmung einer speciellen 
Minimalfliiche* hat sich in der Folge mit einigen allgemeineren Proble- 
men beschiftigt, welche tiber das in der genannten Abhandlung ge- 
stellte Ziel hinausgehen, aber zu der in derselben gelésten Aufgabe 
in eine gewisse Beziehung gebracht werden kénnen. 

Da die Behandlung dieser Probleme dem Verfasser auch an und 
fiir sich einiges Interesse darzubieten scheint, die in jener Abhand- 
lung dargelegte Methode sich auch auf diese Probleme erstreckt 
und zu ihrer vollstindigen Liésung ausreicht, so erlaubt sich derselbe, 
der physikalisch-mathematischen Klasse der Kéniglichen Akademie in 
dem vorliegenden Nachtrage die Ergebnisse seiner Untersuchungen 
mitzutheilen. 

(Der Mittheilung waren beigefiigt einige Drahtgestelle nebst 
Hiilfsmitteln zur Herstellung der betreffenden Seifenblasenfléchen nach 
der Vorschrift des Herrn Plateau.**) Diese Seifenblasenfléchen 
fiihren zu einer anschaulichen Vorstellung tiber die Gestalt mehr oder 
minder ausgedehnter Theile derjenigen Minimalflichen, von welchen 
die Rede ist.) 


Wenn man von den Formeln ausgeht (vergl. S. 32) 


(t—s’) ds (1—s‘) ds, 

VR(s) VR.) 
i+s*)ds  +(1+s') ds, 

VR(s) VR) | 

2s ds 4s, ds, 

eae hy Ree ie 
) VEG) <"  VRAG) ) 
worn R(s) = 1—14s*+s°, R(s,) = 1—14st+s°, und man setzt an 
die Stelle der Function R(s) irgend eine andere ganze Function achten 
Grades von s, so erhalt man wieder eine Minimalfliche, aber es 
werden derselben im Allgemeinen zwei fiir die obige specielle Flache 
charakteristische Eigenschaften fehlen, niimlich erstens, dass auf der 


lp 


ji 
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Flache gerade Linien liegen, zweitens, dass die Gleichung der Fliche 
durch elliptische Functionen der Coordinaten rational ausdriickbar ist. 

Die vorliegende Mittheilung beschiftigt sich damit, solche Flachen 
aufzustellen, bei denen R(s) eine ganze Function achten Grades ist 
und der Minimalflache die genannten beiden Eigenschaften erhalten 
bleiben. 

Bei der Annahme f(s) = 1—14s*+s° entsprechen, sobald den 
beiden Quadratwurzeln R(s) und VR,(s,) fiir s = 0, s, = O dasselbe 
Zeichen gegeben wird, wenn man s = + i setzt, wobei & und y 
zwei reelle Variable bezeichnen, den beiden Geraden § = 4 y und 
dem Einheitskreise +4? = 1 auf der Minimalfliche gerade Linien. — 
Die acht Wurzeln von R(s) = 0 legen symmetrisch in Bezug auf die 
beiden Geraden € = +y und den Kreis §+7? = 1. (Mit anderen 
Worten: Ist s, = &+7,% eime Wurzel der Gleichung R(s) = 0, so 
Et Mo? 


sind jedesmal y,+&7, —1,—&?, Baap 


drei andere Wurzeln der- 


selben Gleichung.) 
Betrachtet man die doppelt zu denkende Flache eines Quadranten 
des Einheitskreises in der Ebene s (Fig. 18.) als eine einfach zu- 


Fig. 18. 


a 


sammenhingende Flache mit sechs Ecken und einem Windungspunkte, 
so entspricht demselben die durch sechs Kanten eines réumlichen 
Sechsseites gehende Minimalfliiche. (Fig. 19.) Je drei auf einander 


Fig. 19. 


folgende Seiten des Sechsseites stehen auf einander senkrecht; die je 
vierte ist der ersten parallel. Im vorliegenden Falle haben alle sechs 
Seiten des erwihnten Sechsseits gleiche Linge und werden daher 
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durch diejenigen sechs Kanten eines Wiirfels gebildet, welche iibrig 
bleiben, wenn von den zwoélf Kanten desselben die zweimal drei in 
zwei Gegenecken desselben zusammenstossenden Kanten weggelassen 
werden. Im Mittelpunkte des Sechsseits befindet sich derjenige Punkt 
der Minimalfliche, in welchem die Tangentialebene die Flache in 


einer Curve mit einem dreifachen Punkte — hier in drei Geraden — 
schneidet. 
Wihlt man nun innerhalb des Quadranten einen anderen Punkt 
s, = 7,e% und wihlt zu den acht Wurzeln von R(s) = O beziehlich 
‘ 1 A OG ¢ S45 — t 
RODE, py we. ream Po) 4 ree ue 
: efot. F gogtms A lem) 1 (37-0,)6 
vr " ro r) 


so findet jetzt gleichfalls Symmetrie der Wurzeln in Bezug auf die 


genannten Linien statt. (Fig. 20.) 


Fig. 20. 


Dann entsprechen diesen Linien auf der Minimalfliche wieder 
gerade Linien und zwar ist die Begrenzung der Flache ein riiumliches 
Sechsseit, welches allgemein erhalten wird, wenn von den zwolf 
Kanten eines rechtwinkligen Parallelepipedon zweimal drei Kanten 
fortgelassen werden, die in zwei gegenitiberliegenden Ecken zusammen- 
stossen. (Fig. 21.) 


Fig. 21. 


‘ 
PE mh nm a en oy 


Es ist hiernach die Aufgabe lésbar: Durch sechs Kanten eines 
rechtwinkligen Parallelepipedons, welche ein Sechsseit der angegebenen 
Art bilden (Fig. 21.), eine Minimalfliche zu legen, auf welcher durch 
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jenes Sechsseit ein einfach zusammenhingendes in seinem Innern von 
singularen Stellen freies Flichenstiick begrenzt wird. Auch hier be- 
findet sich im Mittelpunkte des Sechsseites derjenige Punkt der Fliche, 
welcher dem Windungspunkt entspricht. Werden nun die Grissen 
L+y «-y 

v2" ya! 
Integrale als elliptische Integrale erster Art darstellbar und es lassen 
sich dann fiir diese Fliche im Wesentlichen dieselben Schliisse machen, 
wie fiir die in der erwihnten Abhandlung betrachtete speciellere 
Fliche. Es gibt eine in Bezug auf elliptische Functionen der Coor- 
dinaten rationale Gleichung der Fliche, nur sind hier die Moduln 
der elliptischen Functionen, deren Argumente die Coordinaten 
os ; eae , & sind, von einander verschieden. 


Zur Herleitung der von ausserwesentlichen Factoren befreiten 


Y 


2 m Coordinaten gewihlt, so sind die entsprechenden 


Gleichung der Flache kann eine analoge Methode dienen, wahrend die 
Coefficienten aus den Anfangsgliedern von Potenzentwickelungen zu 
bestimmen sind. 

Von dieser Flache treten zwei Fille als specielle auf, namlich 
gy, = 0 und gy, = 42 oder 7, = 1. 

Es werde zunichst der erste Fall naher betrachtet. 

Ist », = 0, so ist das Sechsseit symmetrisch in Bezug auf eine 
durch zwei gegeniiberliegende Ecken gehende Ebene und es entspricht 
der Geraden von s = s, bis s = +1 auf der Fliache eine Gerade, so 
dass der von s, bis s = +1 geradlinig aufgeschnittenen Flache des 
Quadranten (Fig. 22.) eine von einem geradlinigen raéumlichen Fiinf- 
seit begrenzte Minimalfliche entspricht. Fig. 23 zeigt zwei solche 

Fig. 22. Fig. 23. 
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Fiinfseite; der dem singuliren Punkte s = s, entsprechende Punkt 
der Minimalfliche liegt in der Mitte der gemeinschaftlichen Seite. 
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Der ganzen Fliche des Einheitskreises entsprechen vier solche 

' = . ° fe ° ° aU 23 . >| , e a 

Fiinfseite, welche in Fig. 24 vereinigt sind.**) Die Gestalt der me 

einigung, welche der in der Abhandlung betrachteten Flache entspricht, 
zeigt mit den auf der Fliche liegenden geraden Linien Fig. 25. 


Fig. 24. Fig. 25. 


Fiir den allgemeineren Fall enthalt R(s) eine willkiirliche Con- 
stante r,; vermdge derselben kann bewirkt werden, dass man als 
Umegrenzung den zusammenhingenden Zug von acht Kanten eines 
beliebigen geraden quadratischen Prismas vorschreiben kann. 

Liasst man 7, gleich 1 werden, riicken also die singuléren Punkte 
auf +1, +7, so wird das Prisma unendlich lang, die elliptischen In- 
tegrale verwandeln sich in circulare beziehungsweise in-logarithmische, 
und die Gleichung der Flache geht tiber in die bekannte von Herrn 
Scherk gegebene, deren einfachste Form ist **) 


2 cos & 
cosy 


Man kann aber leicht in die Gleichung dieser Flichen noch eine 
Constante mehr einfiihren, wenn man die Forderung der Symmetrie 
der Wurzeln in Bezug auf die beiden Geraden & = +7 fallen lasst 
und dafiir die Forderung der Symmetrie der Wurzeln in Bezug auf 
&=0, » = 0 hinzufiigt. Man wiahle zu Wurzeln der Gleichung 
Bis) = 0 


Sul yo-—= 0: +7 : 


+ — i, 
r 


peal ec gen) sectayay 


0? in 


C1) 1 
Die Gleichung der Fliche ist dann ebenfalls durch elliptische Func- 
tionen der Coordinaten rational ausdriickbar. Es tritt nun an die 
Stelle des quadratischen Prismas im vorigen Falle das gerade Prisma 
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mit beliebiger rechteckiger Grundfliche. Nun kann man etwa 7, gleich 
1 werden lassen, so wird dieses Prisma nach der einen Seite hin un- 
endlich lang; die Gleichung der Fliche hiangt dann in Bezug auf x 
von elliptischen, in Bezug auf y und z aber von Exponentialfunc- 
tionen ab. 


Es werde nun der Fall betrachtet, in welchem », = 142, d. h. wo 
auf der Geraden £ = y viermal je zwei der Wurzeln zusammen- 
fallen. Es ist zunichst klar, dass dieser Fall identisch ist mit dem, 
wov,=1, d.h. wo auf dem Einheitskreise viermal zwei Wurzeln 
zusammenfallen. (Fig. 26.) 


Fig. 26. 


Von jenem Sechsseit, von dem oben die Rede war, erhalten nun 
nur zwei Seiten eine endliche Linge; das dritte Seitenpaar, welches 
sich an diese zu beiden Seiten anschliesst, erhalt eine unendliche 
Linge. Eine der Figur 24 analoge Zusammensetzung von vier solchen 
Flachen fiihrt zu vier parallelen Kanten eines beiderseits unendlich 
langen Parallelepipedons mit rhombischem Querschnitt. Die ellipti- 
schen Integrale verwandeln sich in circulire beziehungsweise in lo- 
garithmische; die Gleichung der Flache ist daher rational ausdriickbar 
durch Exponentialfunctionen der Coordinaten und hat in der ein- 
fachsten Form die Gestalt 

Mes, Wee (ox + By) 
cos (ax — By) ’ 
2ap 


worn? == Vere ist und a und fp willkiirliche reelle Constanten 


bedeuten. 
Auch diese Gleichung ist zuerst von Herrn Scherk aufgestellt 


worden. 


Es werde jetzt der Fall betrachtet, in welchem fiir den Werth 
s, = 0 dér Quadratwurzel VR,(s,) der entgegengesetzte Werth bei- 
gelegt wird wie der Quadratwurzel VR(s) fiir den Werth s = 0 und 
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an die Stelle von x, y, 2 beziehlich vi, yi, 2 gesetzt wird. In 
diesem Falle entsprechen den Geraden & = 0, » = 0 von s = O bis 
zu den Windungspunkten gerade Linien auf der Minimalflache; dem 
Einheitskreise entspricht in diesem Falle eine ebene Kriimmungslinie. 
Wird die Fliche des Einheitskreises aufgefasst als vom Mittelpunkte 


aus geradlinig bis zu den Windungspunkten aufgeschnitten (Fig. 27), 
Fig. 27. 


—|- 


so entspricht dieser Fliche ein zweifach zusammenhingendes Minimal- 


flachenstiick , welches einerseits von einem Quadrate, andrerseits von 
einer ebenen Kriimmungslinie begrenzt ist, deren Ebene der Ebene 
des Quadrates parallel ist. 

Man erhalt dieses Fléchenstiick, wenn man einen mit einer Hand- 
habe versehenen in die Form eines Quadrates gebogenen Draht 
(Fig. 28) in die Seifenlésung taucht und parallel dem Fliissigkeits- 
spiegel heraushebt.. Am Drahte bleibt ein Minimalflachenstiick hangen, 
welches denselben mit dem Fliissigkeitsspiegel verbindet und auf dem 
letzteren iiberall senkrecht steht. Ist die Htéhe des Quadrates iiber 
dem Fliissigkeitsspiegel gleich dem vierten Theile der Diagonale des 
Quadrates geworden, so erhélt man ein Stiick der am Schluss der 
erwahnten Abhandlung (S.90) betrachteten Biegungsflache. 
Fig. 29 zeigt die auf diesem Flichenstiicke liegenden geraden Linien. 
(Nach. dem Herausheben des in Fig. 29 abgebildeten Drahtgestelles 


Fig. 28. Fig. 29. 
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aus der Seifenfliissigkeit muss die innere sich bildende aequatoriale 
Lamelle mit etwas Liéschpapier durchbrochen werden.) Wird die 
Grésse 7, veradndert, so bleiben die genannten auf die Begrenzungen 
sich beziehenden Higenschaften erhalten und es wird eine variable 
Constante in die Aufgabe eingefiihrt; das Verhiltniss des Abstandes 
jenes Quadrates von dem Fliissigkeitsspiegel zu der Seite des Qua- 
drates wird variabel und kann innerhalb gewisser Grenzen jeden 
Werth annehmen. 

Die Curve auf dem Fliissigkeitsspiegel nihert sich dem Ansehen 
nach einer fast kreisférmigen Linie um so mehr, je héher der Draht 
gehoben wird; sobald jedoch eine gewisse Grenze iiberschritten wird, 
hért die Gleichgewichtslage auf stabil zu sein, jene nahezu kreisfor- 
mige Linie verengert sich mehr und mehr, das Flachenstiick lost sich 
vom Fliissigkeitsspiegel ab und geht in die ebene Lamelle, die Flache 
des Quadrates selbst iiber. Es ist dieser Vorgang ganz demjenigen 
analog, bei welchem ein kreisférmig gebogener Draht an die Stelle 
des Quadrates tritt und fiir welchen man die mathematischen Ver- 
haltnisse kennt. ”°) 

Es ist auch hier méglich, noch eine Constante mehr in die Auf- 
gabe einzufiihren, indem zu Wurzeln gewahlt werden 


1 Loe 


—y —, tri, $—-4. 
% v, 


aw Our 


as 


An die Stelle des Quadrates tritt dann ein Rechteck und es ist somit 
innerhalb gewisser durch die Méglichkeit der Constantenbestimmung 
bedingter Grenzen die Aufgabe lésbar: 

Zwischen den Begrenzungslinien der oberen und unteren End- 
flache eines rechtwinkligen Parallepipedons ein zweifach zusammen- 
hangendes Minimalflachenstiick auszuspannnen. 

Geht 7, in 1 iiber, so ergibt sich dieselbe Flache wie oben 8. 97. 
Geht 7, und 7, in 1 tiber, so ergibt sich eine von Herrn Scherk 
aufgefundene Fliche, deren Gleichung in ihrer einfachsten Form die 
Gestalt hat 


4sine = (e°—e “)(e’—e *). 


qt 
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Man denke sich, dass die in Fig. 30 mit a und dD bezeichneten 


Fig. 30. 


Strecken ins Unendliche geriickt werden; die nach dem Herausheben 
dieses Drahtgestelles aus der Seifenfliissigkeit sich bildende Querla- 
melle muss mit einem Streifen Lischpapier durchstossen werden. — 
Vergleiche: Van der Mensbrugghe: Discussion et réalisation ex- 
péerimentale @une surface particuliere a courbure moyenne nulle. Bulletins 
de V Académie royale de Belgique. Bruxelles, 35° année, 2° série, tome 21. 
p. 552—566.) 
Geht 7, und 7, in 0 tiber, so erhalt man 


par (l—s')ds . (l—s))ds, 


iS s : 
ie laa )ds = aspen) ; 
fs s; 
s soe 
f 1 
es pers. + (< +5), 
y= mec oS ae ie —is,), 
Dea 2logs + 2logs,. 


Die Gleichung der Fliche ist, wenn die oberen Zeichen gewihlt 
werden, 


(h2)*+ (hy)? = (e467 *%)’ 


wenn hingegen die unteren Zeichen gewahlt werden, und z,-7, y,:2, 
z,t an die Stelle von #, y, 2 gesetzt wird, 


uA 


= —tgiz. 
Y, 84% 
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Dieses sind die Gleichungen der Rotationsfliiche, welche durch 
Rotation einer Kettenlinie um ihre Directrix als Axe entsteht, und der- 
jenigen geradlinigen Schraubenfliche, welche zugleich Minimalfliche ist. 

Wird an die Stellé von s* und s? im Nenner der obigen Glei- 
chungen s*-e“ und s?-e” gesetzt, so erhiilt man durch Elimination 
die Gleichung einer Minimalfliche, welche von Herrn Scherk gegeben 
worden ist und die obigen beiden als specielle Falle in sich enthilt. °°) 

Geht bloss 7, oder bloss r, in 0 iiber, so tritt der Fall ein, dass 
die Gleichung der Fliche in Bezug auf die eine Coordinate von ellip- 
tischen Functionen, in Bezug auf die anderen beiden aber von Expo- 
nentialfunctionen abhingt. Dieselben kénnen, wenn r, = 0 ist, als 
specielle Faille der dem Gestelle Fig. 30 entsprechenden Fliche auf- 
gefasst werden, wenn nur ein Paar, etwa das Paar der mit a bezeich- 
neten gegentiberliegenden Strecken, in das Unendliche verlegt wird. 


Wahrend der Fall, dass auf einer der Geraden § = + y vier 
Wurzeln der Gleichung R(s) = 0 liegen, und die vier andern sym- 
metrisch auf dem Einheitskreise liegen, durch eine Drehung des Coor- 
dinatensystems auf einen der schon betrachteten Falle zuriickgefiihrt 
wird, erfordert der Fall, dass alle acht Wurzeln auf einer der Linien 
liegen, eine besondere Betrachtung. Es werde angenommen, dass die 
acht Wurzeln auf dem Einheitskreise liegen und zwar symmetrisch 
zu den Geraden £ = 0, 7 = 0, & = +y. Ferner werde angenommen, 
dass keiner der Punkte auf eine dieser Linien selbst falle. Es ent- 
spricht dann der Fliche eines Quadranten der Ebene s, in welchem 
£ positiv ist und 7? < & ist, wenn dieselbe lings der Peripherie des 
Einheitskreises von den Windungspunkten aus aufgeschnitten wird, 
ein von einem geradlinigen riumlichen Sechsseit begrenzter Theil 
einer Minimalfliche. Fig. 31. Eine Vereinigung zweier solcher Sechs- 
seite zeigt Fig. 30. 


Fig. 31. 
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Das Problem enthilt eine willkiirliche Constante; dieselbe kann 
dazu benutzt werden, dem Verhiiltniss der Linge und Héhe der beiden 
Rechtecke, aus denen das in Fig. 32 abgebildete Gestell zusammen- 
gesetzt ist, einen vorgeschriebenen Werth zu geben. Lisst man die 
Symmetrie in Bezug auf & = 0, 4 = 0 fallen, so erhdlt das Problem 
noch eine verfiigbare Constante mehr, welche dazu benutzt werden 
kann, den beiden Rechtecken verschiedene Liinge zu geben. 

Liisst man je zwei Wurzeln auf den Geraden § = + y zusammen- 
fallen, so erhilt man bei passender Wahl des Coordinatensystems die 
Scherk’sche Flache 


4sin 2 = (C= cm Cle", ; 
zu deren Darstellung Herr Van der Mensbrugghe das in Fig. 32 


Fig. 82, (Fig. 30. auf S. 100.) 


b 


a 


abgebildete Gestell angegeben hat. Die in dieser Figur mit a und b 
bezeichneten Strecken hat man sich hierbei in das Unendliche versetzt 
zu denken. 


Liisst man die Symmetric in Bezug auf die Geraden § = +7 
fallen, und behalt nur diejenige in Bezug auf die Geraden & = 0, 
» = 0 bei, so kann man durch gerade Begrenzungslinien einen ganz 


im Endlichen liegenden Theil der Flache nicht abgrenzen, es bleiben 
jedoch der Fliche die ebenen Kriimmungslinien. 

Man kann nun wieder zwei Paare singularer Punkte zusammen- 
fallen lassen, und den obigen Schliissen analoge machen; worauf hier 
jedoch nicht niher eingegangen werden soll. 


Setzt man nun R(s) = 1—s*, so ergibt sich, wenn man sich die 
ganze Ebene durch geradlinige Schnitte von s = 0 bis zu den Punkten 
s* = —1, und von den Punkten s* = +1 bis ins Unendliche aufge- 


schnitten denkt, sodass die Function s*R(s) lings dieser Schnitt- 
linien ausser dem Werthe Null nur negative Werthe annimmt, ein 
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zweifach zusammenhiingendes von zwei gleich grossen Quadraten be- 
grenztes Minimalflachenstiick ; die Quadrate liegen in parallelen Ebenen, 
die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte steht auf denselben senkrecht 
und die Seiten deseinen Quadrates sind den Diagonalen des andern 
parallel. 

Ein allgemeineres von zwei solchen Quadraten begrenztes zwei- 
fach zusammenhiingendes Minimalflichenstiick wiirde man erhalten, 


wenn man den acht Wurzeln eine der Figur 33 entsprechende Lage 
Fig. 33. 


gabe. Die Gleichung dieser Flachen ist jedoch, wie es scheint, ra- 
tional durch elliptische Functionen der Coordinaten nicht ausdriickbar. 


Die Untersuchung des Falles 
B(s) =. (1—s*)": (-+.s*) 
mdge hier iibergangen werden. 


Es bleibt nun zuletzt noch der Fall einer Erérterung zu unter- 
ziehen, in welchem das Werthepaar s = 0 und s = oo gu den acht 
Wurzeln gehért und die sechs andern Wurzeln symmetrisch um diese 
beiden vertheilt sind. 

Es sei ies : 

y= ee und ¢ = e&™ = —4446)8, 
und die acht Wurzeln seien 
O; 4; 1; ns H's ne Hae oOo, R(s) ca s(1+s°), (Fig. 34.) 


Fig. 34. 
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so ist jede der Coordinaten « und z als Summe zweier elliptischen Inte- 
erale erster Art darstellbar, die vermige des Additionstheorems addirt 
werden kénnen. Ebenso ist —ta+4V3y als Summe zweier elliptischen 
Integrale erster Art darstellbar, denn man erhilt 


€ P=G2 & ; co ? € 
—— ds + ———— ds,. 
VR(s) VR(s,) 


Wird nun ¢; statt s, gesetzt, so geht das mit ds, multiplicirte 
Differential in 


—tdat+iV3dy = 


ete 
VRG) * 


iiber; beide Differentiale lassen sich durch einfache algebraische Sub- 
stitutionen in elliptische umformen. Es-hat daher auch diese Flache, 
es mag fiir positive Werthe von s und s, \/R(s,) mit demselben oder 
mit entgegengesetztem Zeichen wie \R(s) gewihlt werden, wobei im 
letztern Falle x, y, 2 beziehlich durch wi, yi, 2,4 zu ersetzen sind, 
die Eigenschaft, dass ihre Gleichung in Bezug auf elliptische Func- 
tionen, deren Argumente lineare Functionen der Coordinaten sind, ra- 
tional ausgedriickt werden kann. 

Man kann in die Aufgabe noch eine Constante mehr einfiihren, 
indem man zu Wurzeln wiahlt . 


0, eet elem too)é gta Feo)é co. (igs 35.) 


Die Flache besteht aus lauter congruenten Theilen, deren Begrenzung 
yon einem geradlinigen Sechsseit gebildet wird. (Fig. 36.) 


Fig. 35. Fig. 36. 
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Werden zu den acht Wurzeln gewihlt 


0, 1; x, Ns ian pete (Fig. 37.) 
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wird also R(s) = s(1—s*) gesetzt, so ist die Gleichung der Fliche 


Fig. 87. 


durch elliptische Functionen von 4V3e—Ly, y, 2 rational aus- 
driickbar, wie eine analoge Betrachtung zeigt, wenn s, durch —f;* 
ersetzt wird. Auf der Fliche liegen in parallelen Ebenen congruente 
gleichseitige Dreiecke, deren Projectionen auf diese Ebenen die Figur 38 


Fig. 38. 


q 


ergeben, und welche einen gewissen Abstand von einander haben. 
Auch auf den in der erwihnten Abhandlung betrachteten Flachen 
lassen sich ringférmige Flachenstreifen angeben, welche von zwei 
gleichseitigen Dreiecken begrenzt sind und zwar auf der urspriing- 
lichen Flache und auf ihrer Biegungsfliche auf je eine Weise. Wird 
die Seite des gleichseitigen Dreiecks zur Einheit gewahlt, so ist der 
Abstand der beiden Ebenen in diesen beiden Fallen 


uf 1 


Ve und 26 

Im Allgemeinen scheinen die Gleichungen dieser Flachen, bei be- 
liebigem Abstande der Ebenen der beiden Begrenzungsdreiecke ra- 
tional durch elliptische Functionen der Coordinaten nicht ausgedriickt 
werden zu kénnen. Dagegen kommt diese Eigenschaft wieder allen 
den Minimalflichen zu, deren Begrenzung als zwei gleichseitige, die 
Begrenzung der parallelen Endflichen eines geraden dreiseitigen 
Prismas bildende Dreiecke gegeben sind. In diesem Falle sind die 
Wurzeln der Gleichung R(s) = 0 
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é",00; (Hig. 39.) 


Der Quadratwurzel \/R(s,) ist fiir positive Werthe von s,<7,, 8, =, 
das entgegengesetzte Zeichen beizulegen wie der Quadratwurzel 
VR(s) = Vs—Cs*+s*), an die Stelle von w, y, 2 ist xu, yt, 2, 
zu setzen, und die Constante 7, ist der Bedingung gemass zu _be- 
stimmen, dass der Abstand der beiden Dreiecke zu der Seite der- 
selben ein gegebenes innerhalb der durch die Méglichkeit dieser Con- 
stantenbestimmung bedingten Grenzen liegendes Verhaltniss hat. 

Die Gleichung der Flache ist rational in Bezug auf elliptische 
Functionen der Coordinaten «, —4a+4\3y, ¢. 

Dem Einheitskreise entspricht eine ebene Kriimmungslinie, deren 
Ebene eine Symmetrie-Ebene der Fliche ist. 

Werden zu den Wurzeln der Gleichung R(s) = 0 gewahlt die 
Werthe 


0, maf =e TE ae ag are ae 09, (Fig. 40.) 
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und wird fiir positive Werthe von s und s, der Quadratwurzel \R(s,) 
der entgegengesetzte Werth beigelegt wie der Quadratwurzel \/R(s) = 
Vs2Cs+ 5), so entspricht dem Kreissector s = re™, OX r=1, 


PaN SN 
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Oy =z, ein von fiinf geraden Linien begrenztes Minimalflichen- 
stiick. Kine Gruppe von sechs solchen Fiinfseiten zeigt Figur 41. 

Lisst man 1,.gleich 1 werden, so erhilt die Fliche in beiden 
Fallen eine in Beztig’ auf Exponentialfunctionen der Coordinaten ra- 
tionale Gleichung. 

Um von der Gestalt eines Theiles dieser Flaichen eine anschau- 
liche Vorstellung zu gewinnen, denke man sich in denjenigen Seifen- 
blasenfléchen, welche den in den Figuren 41 und 42 abgebildeten 


Fig. 41. Vig. 42. (Fig. 36. auf S. 104.) 
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Drahtgestellen entsprechen, die in diesen Figuren mit a bezeichneten 
Seiten in das Unendliche versetzt. 


Die Resultate der obigen Betrachtungen kurz zusammenfassend 
kénnen wir also folgende Sitze aussprechen. 

I. Es gibt eine gréssere Anzahl von Minimalflichen, fiir welche 
die Function §(s) in den Formeln (D) des Herrn W eier- 
strass [Monatsberichte 1866 S. 619] gleich ist dem reciproken 
Werthe der Quadratwurzel aus einer ganzen Function achten 
Grades von s, und welche die doppelte Eigenschaft haben, 
erstens, dass die Gleichung derselben durch elliptische Func- 
tionen, deren Argumente lineare Functionen der Coordinaten 
sind, rational ausdriickbar ist, zweitens, dass es mdglich ist, 
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auf diesen Flichen durch gerade Linien endliche Stiicke der 
Fliche abzugrenzen. 

II. Die einfachsten Begrenzungen, welche man wihlen kann, hingen 
zumeist auf einfache Weise mit den Kanten eines rechtwinkligen 
Parallelepipedons oder eines geraden regelmassigen dreiseitigen 
Prismas zusammen. 

III. Durch vier geradlinige Strecken laésst sich aber unter allen 
diesen Flachen nur auf den beiden speciellen in der genannten 
Abhandlung niher betrachteten Minimalfléchen ein endliches 
Stiick der Fliche vollstindig begrenzen. 


Endlich sei es gestattet, auf fiinf Polyederoberflachen hinzuweisen 
(Fig. 43, 44, 45, 46, 47.), welche durch die Lage ihrer acht Ecken von 


Fig. 43. Fig. 44. Fig. 45. 
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Fig. 46. Fig. 47. 


der symmetrischen Vertheilung derjenigen acht Werthe von s, fiir 
welche die obige ganze Function achten Grades gleich Null wird, ein 
anschauliches Bild gewihren. 2’) 
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Anhang 
enthaltend 


Anmerkungen und Zusiitze. 


Zu der Zeit, als die Abhandlung: »Bestimmung einer spe- 
ciellen Minimalfliche* verfasst wurde, und bis zu dem Tage der Ein- 
sendung derselben an die Kénigliche Akademie (28. Februar 1867) 
war die im 13ten Bande der Abhandlungen der Kéniglichen Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Gottingen in einer Bearbeitung des 
Herrn K. Hattendorff veréffentlichte, vom 6. Januar 1867 datirte 
Abhandlung Riemann’s: ,Ueber die Fliche vom kleinsten Inhalt 
bei gegebener Begrenzung“ dem Verfasser noch nicht zuginglich und 
hatte derselbe auch von dem Inhalte dieser Abhandlung zu jener Zeit 
noch keine Kenntniss. 

Im Artikel 18 dieser Abhandlung wird dieselbe Minimalfliche be- 
trachtet, deren geometrische Eigenschaften bereits in einer in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie, Jahrgang 1865 8. 149—153, *) 
enthaltenen Mittheilung erértert sind und deren genauere Untersuchung 
die Hauptaufgabe der vorliegenden Schrift bildet. 

Unter Bezugnahme auf die erwihnte Mittheilung aus dem Jahre 
1865 ergeben sich die auf S. 32 angegebenen Ausdriicke fiir die Coor- 
dinaten eines beliebigen Punktes der zu betrachtenden speciellen Mi- 
nimalfliche unmittelbar aus den von Herrn Weierstrass in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie, Jahrgang 1866 8.619, ge- 
gebenen Formeln (D), wenn die in diesen Formeln mit %(s) bezeich- 
nete Function durch die Gleichung 


2 
(Ss) = Vi-14st+s* = 
bestimmt wird. (Vergl. auch Monatsberichte der Berliner Akademie, 
Jahrgang 1867 S. 511 u. 512.) 


*) Siehe 8. 1—5 dieses Bandes. 
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Dieser Weg ist jedoch in der der Kéniglichen Akademie vorge- 
legten Abhandlung nicht eingeschlagen worden, vielmehr sind alle in 
derselben enthaltenen Entwickelungen von dem jener Mittheilung zu 
Grunde liegenden Gedankengange vollig unabhingig durchgefitihrt. 

Es folgen nun hier einige Anmerkungen und Zusitze, welche sich 
auf einzelne Stellen theils der Hauptabhandlung, theils des Nachtrages 
zu derselben beziehen. 

Lu 8. 8. 

1) Diese Annahme wird durch den Satz auf 8. 24 nachtraglich 
gerechtfertigt. Zu folgendem Schlusse hingegen: Durch die Sym- 
metrie- Ebene der Begrenzungslinie wird auch die Minimalflache in 
zwei symmetrische Hilften getheilt, da die beiden Theile wieder Mi- 
nimalflichen mit symmetrischen Begrenzungen sind und zu jeder Be- 
grenzung nur eine Minimalfliche gehért* — (vergl. ,Ueber die Mi- 
nimalfliche , deren Begrenzung von einem doppeltgleichschenkligen 
réumlichen Viereck gebildet wird“. Eine von der philosophischen 
Fakultat der Georgia Augusta am 4. Juni 1867 gekrénte Preisschrift. 
Von Arthur Schondorff. Gottingen 1868. 8.8) — ist zu be- 
merken, dass die Behauptung zu jeder Begrenzung gehért nur eine 
Minimalflache* nicht allgemein richtig ist. (Vergl. Sitzungsberichte 
der Naturforschenden Gesellschaft zu Halle. 1869. S. 12.) — Die ge- 
nannte Preisschrift des Herrn Schondorff beschaftigt sich unter 
Benutzung der Resultate Riemann’s mit der Lisung derselben Auf- 
gabe, welche auch in einem Theile der vorliegenden Abhandlung 
(S. 8—25) Gegenstand der Untersuchung ist. 


Zu 8. 12. 
*) Eine weitere Ausfiihrung dieses Schlusses enthilt der Aufsatz 
des Verfassers: Ueber einige Abbildungsaufgaben*. Borchardt’s 
Journal Bd. 70. 8. 106 u. 107. *) 


Lh Se Ads 
*) Vergl. in dem in der Anmerkung 2) erwihnten Aufsatze S. 116 
und die Berichtigung zu dieser Sele: Borchardt’s Journal Bd. 71. 
Sal V 3 . 
Zu 8. 14. 
*) Aehnliche Formeln hat Herr Enneper gegeben: Schlémilch’s 
Zeitschrift 1864. Bd. 9. S. 107. 


*) Abgedruckt im zweiten Bande der vorliegenden Ausgabe. 
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Zu 8. 16. 

*) Es gilt tiberhaupt der Satz: Jede auf einem Stiicke 
einer Minimalflache liegende Gerade ist eine Symme- 
trieaxe der Minimalflaiche, welche durch analytische 
Fortsetzung dieses Stiickes entsteht. Der Beweis dieses 
Satzes kann mit Hiilfe der Schlussweise gefiihrt werden, auf welche 
in Anmerkung *) hingewiesen ist. 

Zu 8. 19. 
®) Vergl. Artikel 8 der oben erwihnten Abhandlung Riemann’s. 
Lh 8. 19. 

") Die auf 8.18 und hier gemachten Annahmen und Voraus- 
setzungen werden durch den Satz auf 8.24 nachtriglich gerechtfertigt. 
Es kann tibrigens auch von vornherein bewiesen werden, dass eine 
Minimalflache unter gewissen Voraussetzungen in der Nihe einer von 
zwei geradlinigen Strecken gebildeten Ecke keine andere Beschaffen- 
heit haben kann als eine solehe, welche durch Entwickelungen von 
der angegebenen Form analytisch ausgedriickt wird, sowie, dass die 
fiir die Functionen ®(w) und F'(w) angegebenen Bestimmungen nicht 
nur die einfachsten, sondern zugleich die einzigen sind, welche im 
vorliegenden Falle mit den anderweitigen Forderungen der Aufgabe 
‘sich im Einklange befinden. Hiermit hiingt auch der Beweis des 
Satzes zusammen, dass durch ein von vier geradenStrecken 
gebildetes réumliches Vierseit nur eine einzige Mini- 
malfliche gelegt werden kann, welche von demselben 
vollstandig begrenzt wird und in ihrem Innern von 
singuléiren Stellen frei ist. 

Auf die Beweise dieser Sitze, welche auch zu dem von Herrn 
Weierstrass in den Monatsberichten der Berliner Akademie, Jahr- 
gang 1866 S. 856 verdffentlichten Satze fiihren, gedenke ich bei 
einer andern Gelegenheit zuriickzukommen. 

Zu 8. 23. 

8) Unter den gemachten Voraussetzungen ist diese Entwickelung 
fiir alle dem absoluten Betrage nach die Kinheit nicht tiberschreiten- 
den Werthe von v unbedingt convergent und stellt fiir diese Werthe 
von » einen Zweig der Function s analytisch dar. Der Beweis der 
Convergenz kann mittelst derselben Schlussweise geftihrt werden, 
welche Herr Weierstrass zum Beweise des im 5lten Bande des 
Crelle-Borchardt’schen Journals auf den Seiten 43 und 44 angegebenen 
Lehrsatzes in seinen Vorlesungen anzuwenden pflegt. 
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Ks ist (vergl. 8. 20) 


let Ete in~t) 
(sv) = Flog 4 54 (fog ®) = Fo)= Ae tee a mt ay ee 
eee as SET Asc: -+A,v*™+--- 


ol eA iia oie ae 
= 2(1—0})n+a, (2—a,—20,—a,) + 
+4(e,+ 0,)(—e@,+2a,+e,) + (a,+20,—«,). 
Also ist A, fiir jeden positiven Werth von x, n = 0 einschliesslich, 


POsiulve(s.. 23): 


Setzt man nun 


dds 8 
fin ie 


1 
+a,0+4a,7+4,0°+++> = 7, 


so erhalt man nach der Methode der unbestimmten Coefficienten 


7.5 A,+ $a; Aes, 


= 2-6 a, = dee : a, = aa moe 


allgemein: es sind die gesuchten Coefficienten a ganze Functionen 
der gegebenen Coefficienten A mit positiven Zahlencoefiicienten; 
sie sind demnach eindeutig bestimmt und haben sdimmtlich positive 
Werthe. Es handelt sich nun darum, nachzuweisen, dass die so fiir 
die Grésse r erhaltene Reihe convergirt, wenn v? < 1 ist. 
Man setze zur Vergleichung 
d,—1 (i—o)e ~~ 1-0 


ON seca oe 1 ' bee I pyb 
oa v ve 1—v ee TAU0 TAU Tass, 


so ist a) = 2(1—0) und 


ee Se a ss tr 2(1—0") 2(1— eure. 
Cy aoe (1 —v’?)? Lae? 
‘ “e ! ! VT pgk V2! 
mee o 8 ~+A,+Aiv?+Al ott. +--+ Alomp.--s 


also ist 
= 2(1—0’)n+4—40—20,+ 200, ; 
A'—A, = 2(0;—0")n + 4{[(2—0, )?—02] + 4[62 + 0,0 —20]}. 


Nun ist [(2—0,)’—63] positiv, weil 2—-0,>1, 0,<1 und 6 kann so 
klein angenommen werden, dass 0; +0,0—20 positiv ist, wozu bloss 


Bestimmung einer speciellen Minimalflache. Anhang. 113 


ace a: O° 
nothig ist d< 95 zu nehmen. Dann ist A’ bestindig grisser als 


A, und daher auch a) fiir jeden Werth von n grisser als a,; d.h. es 


ist a,<2(1—0) und-—die fiir r gefundene Reihe convergirt, wenn 
v’ <1. Hieraus ergibt sich, dass die Grisse os eine Entwickelung 
von der Form C-6,v°(1+6,v°+b,v'+---) besitzt, in welcher die 
Coefficienten b,,b,--- s&ammtlich positiv und beziehlich kleiner sind 
als die entsprechenden Coefficienten in der Entwickelung von 
OS = C.6,0%(1— 08) 
dv : i 


* . 2 
Durch Integration der beiden Reihen fiir ue und sae ergibt sich, 


dass die Glieder der Reihe fiir s simmtlich beziehlich kleinere Coefti- 
cienten haben als die entsprechenden Glieder der Reihe fiir s*. Da 


nun die Reihe fiir s* einschliesslich fiir 1 = +1 unbedingt convergirt, 
so convergirt auch die Reihe fiir s einschliesslich fiir diesen Werth. 
Lu 8. 27. 


°) Der Beweis dieses Satzes ist dem in der Anmerkung *) an- 
gegebenen ganz analog. Die Coefficienten c’ sind beziehlich kleiner 
als die entsprechenden Coefficienten der Entwickelung von 


{fb Cdu _ 
‘ Vi= ue 


Zu 8. 31. 
10) Denn fiir jeden im Innern des durch die Punkte uw = +1, 
u = +7 gelegten Kreises besitzt die Function y(s’) als Function der 


Variablen u den Charakter einer ganzen Function, und nimmt, da sie 
eine rationale Function von o® mit reellen Zahlencoefficienten ist, auf 
der Peripherie dieses Kreises nur reelle Werthe an. Hs ist daher 
miglich, den Bereich des Argumentes w iiber das Innere des erwahnten 
Kreises hinaus auf das Aeussere desselben auszudehnen und zwar 
so, dass je zwei Werthen von u, w’ = go: e", wu" = o7-e” conjugirte 
Werthe der Function entsprechen. 
Zu 8. 35. 

11) Das Bestehen oder Nichtbestehen einer solchen Gleichung gibt 
tiberhaupt die Entscheidung iiber die Méglichkeit oder Nichtmiglich- 
keit, die von der Quadratwurzel aus R(x) abhingenden hyperellipti- 
schen Integrale durch eine Substitution zweiten Grades auf elliptische 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 8 
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zuriickzufiihren. S. eine Abhandlung des Herrn Kinigsberger in 
Borchardt’s Journal Bd. 67. S. 72, 73 u. 77. 


Lu 8. 49. 
12) Die conforme Abbildung der Ebene der complexen Grisse s 


s 
durch die Integralfunction if 2s%(s)ds zeigt Fig. 48, in welcher auch 
0 
diejenigen Linien, welche den in Fig. 49 dargestellten Kreisbogen ent- 
Fig. 48. 
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sprechen, ersichtlich sind. Das auf geradem Wege von 0 bis 
(V2—1) Vi erstreckte Integral i 2s %(s)ds hat den Werth 7-0,1615--., 
alle Punkte mo-+no’, wo m und m ganze positive oder negative 
Zahlen bedeuten, sind Windungspunkte erster Ordnung fiir die die 
Werthe des Integrales geometrisch darstellende Fliche. Aus den auf 
den Seiten 36 und 37 angegebenen Beziehungen ergibt sich, dass die 
durch die Integrale 


[V=t(l—is*) § (9) ds und [Vi 1+ ist) § (9) ds 


vermittelten conformen Abbildungen der Ebene der complexen Grésse 
s ebenfalls durch die Figur 48 dargestellt werden kénnen, wobei dann’ 
aber das punktweise Entsprechen zwischen den Figuren 48 und 49 
natiirlich ein anderes ist. Siehe Fig. 50. 

Die Figuren 51 abe zeigen die conformen Abbildungen des achten 


Fig. 50. 


a 


Fig 51a. Fig. 51 6. Fig. 5le. 


¥ ‘reat. t= 


Theiles des Kreisbogenvierecks abcd in Fig. 5 S. 27 durch die drei 
Integrale 


[28S (sds, [V—id is) § (9) ds, [Vi (+ is*) § (s) ds. 


Hierbei ergibt sich, dass die Summe dieser drei (in den Figuren 
schraffirten) Flichenriume genau gleich ist der Flache eines Recht- 
eckes, dessen Seiten $@ und —4o'i sind. Von diesem Ergebniss wird 


in der Anmerkung 71) Anwendung gemacht. 
: ge 
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Zu 8. 49. 


18) Die nahe Uebereinstimmung der dusseren Gestalt beider 
Flachenstiicke zeigt sich auch bei der Vergleichung des Flacheninhalts 
derselben, dessen Bestimmung, wie spiter gezeigt werden wird, sowohl 
fiir das betrachtete Stiick M1’ des hyperbolischen Paraboloides als 
auch fiir das von demselben Vierseit begrenzte Stiick M der Minimal- 
flache wirklich ausfiihrbar ist. Hierbei ergibt sich (vgl. den Inhalt 
der Anmerkung *!), dass der: Flicheninhalt von M’ in der That grésser 
ist als der Flacheninhalt von M, ein Resultat, welches freilich vorher 
zu erwarten war, — dass indessen der Unterschied. beider sehr ge- 
ring ist, da derselbe nur etwa ;4, des Flacheninhalts von M betragt. — 
In der erwihnten Anmerkung sind beide Flachenstiicke auch noch in 
einer andern Hinsicht mit einander verglichen. 


Lu 8. 58. 


*) Die Bestimmung eines vollstindigen Systemes zusammenge- 
horiger Perioden fiir die drei Coordinaten w,y, 2 lasst sich dadurch 
sehr erheblich abkiirzen, dass die 20+1 = 7fach zusammenhingende 
Riemannsche Flache, welche die Verzweigung der Quadratwurzel 
V1—14s'+s* geometrisch darstellt, durch 20 = 6 Querschnitte in 
eine einfach zusammenhiéngende Fliche zerschnitten wird und die 
Periodicitaétsmoduln an diesen Querschnitten aufgesucht werden. Es 
mégen die Querschnitte a,, b,; a,, b,; a,, b, sowie die dieselben verbin- 
denden Schnittlinien ¢ so gewihlt werden, wie es Figur 52 angibt. 


Fig. 52. 


Dann ergeben sich die Periodicitiitsmoduln des Integrales 


2sds 
Tauinee ~ S800 


i et 
‘. 
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an den Querschnitten a, a, a, 0, b, b, 


beziehlich gleich 0 0 40 —20 —20 + 20’. 


Nun gehen beim Uebergange von s in s’ und s” die Indices 1 2 3 


eyclisch tiber in 2.3 1 und 31 2, es ergibt sich daher folgendes 
System 


feo, [Se a ed FE a sp 
x | 40 | 0 0 | +20} -20 | —20 
y 0 400 0 —20 | +20' | —2o 
z 0 0 | 40 —20 | —2o | +20 


Dasselbe System ergibt sich fiir die auf die Variable s, sich bezie- 
henden Integrale, nur sind beziiglich der Querschnitte a,,a,, 0,, 0, 
die Indices 1 und 2 mit einander zu vertauschen; hingegen ergibt 
sich genau dasselbe System, wenn statt der Variablen s, eine andere 
complexe Variable s’ eingefiihrt wird, die mit derselben durch die 
Gleichung s,-s’ = —1 verbunden ist. Vergl. die Mittheilung des Herrn 
Weierstrass in den Monatsberichten 1867 S. 511—518. 

Die durch das Integral f 2s%(s)ds vermittelte conforme Abbil- 
dung der durch Querschnitte in eine einfach zusammenhangende ver- 
wandelten Riemannschen Fliche, welche die Verzweigung yon %(s) 
darstellt, zeigt Fig. 53. Hierbei ist zu bemerken, dass die zu diesem 


Fig. 58. 


b 


ae : 

_ik 

Zwecke getroffene Wahl des Querschnittnetzes aus Fig. 52 entnommen 
werden kann, wenn man sich in dieser Figur folgende Veraénderungen 
vorgenommen denkt. Den Querschnitt a, lasse man in eine gerade 
Linie, die Querschnitte a, und a, in die betreffenden Kreisbogen tiber- 
gehen; zu den Querschnitten 6, und 6, wihle man die durch den Null- 
punkt gehenden die Axe des Reellen unter 45° schneidenden Geraden, 
za dem Querschnitte 0, den Einheitskreis, und lasse endlich auch die 


118 Bestimmung einer speciellen Minimalflache. Anhang. 


Schnittlinie c, auf den Einheitskreis riicken. Die Theile der Ebene 
des Integrals, welche in der Figur 53 schraffirt sind, entsprechen dem 
oberen, die nicht schraftirten dem unteren Blatte der Riemann- 
schen Fliche. Vergl. Riemann: Theorie der Abelschen Functionen. 
Borchardt’s Journal Bd. 54. 8. 148. 

Lu 8. 76. 

1) Einer Mittheilung von befreundeter Seite verdanke ich fol- 
gende genauere Formulirung dieses Satzes: ,Werden den Griéssen 
A, uw, v nur reelle Werthe beigelegt und wird zugleich die Verander- 
liche ¢ der Bedingung unterworfen, bei der Integration nur reelle 
Werthe zu durchlaufen, wobei derselben jedoch der Uebergang vom 
Negativen zum Positiven durch den Unendlichkeitspunkt in der einen 
und in der andern Richtung gestattet ist, so stellen die angegebenen 
Gleichungen alle reellen Punkte der Flache dar.“ 

Zu 8. 82. 

16) Man vergleiche die ,Notiz tiber die algebraischen Minimums- 
fléchen® von Herrn Geiser, Mathematische Annalen von Clebsch 
und Neumann Band 3. 8. 580—534. (1871.) 

Zu 8. 86. ’ 

1”) Hinsichtlich der elliptischen Function gw vergleiche man: 

W. Biermann: Problemata quaedam mechanica functionum 
ellipticarum ope soluta. Diss. inaug. Berlin 1865. 

H, F. Miiller: De transformatione functionum ellipticarum. 
Diss. inaug. Berlin 1867. 

C. Schwering: De linea brevissima in elliptica paraboloide 
sita. Diss. inaug. Berlin 1869. 

L. Kiepert: De curvis quarum arcus integralibus ellipticis primi 
generis exprimuntur. Diss. aug. Berlin 1870. 

Zu 8. 88. 

8) Nach bekannten* Formeln tiber Transformation zweiter Ord- 
nung (siche Hermite: Sur la théorie des fonctions elliptiques. Comptes 
rendus 1868, Tome LVII. p. 617) ist 


2Vb) 
sin am [a+mo, He am C+ Dom a 
ai ‘A 
cos am [1+ k) a, ie] cas crete 
also cotg am [d+be, a oi eS ee 


Wird hierin & = } gesetzt, so erhalt man die Formel im Text. 
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Zu 8. 88. 
) Diese fiir numerische Rechnungen sehr brauchbare Formel fiir 
den Werth des Jacobischen q 


h = (q) = $4+2(44)'+ 15 (44)'+150(gA)P4 
i-VE 
1+ Vi’ 
seinen Vorlesungen seit 1862 mitgetheilt. Man findet dieselbe auch 


in dem Werke des Herrn Schellbach: Die Lehre von den ellipti- 
schen Integralen und Theta-Functionen. Berlin. 1864. S. 60. 


wenn 4 die Groésse bezeichnet, hat Herr Weierstrass in 


Zu 8. 90. 


*°) Nach einem Satze des Herrn Ossian Bonnet gibt es zu 
jeder Minimalflache eine andere, welche eine Biegungsfliche derselben 
ist, wéhrend gleichzeitig den Kriimmungslinien der einen Fliache die 
Asymptotenlinien der andern entsprechen und umgekehrt. In einer 
solchen Beziehung stehen die beiden in der vorliegenden Abhandlung 
betrachteten speciellen Minimalflachen zu einander. Der Uebergang 
von den Coordinaten x, y, 2 zu den Coordinaten x,, y,, 2, kann auch 
dadurch geschehen, dass an die Stelle von %(s) in den Formeln des 
Herrn Weierstrass (Monatsberichte 1866 S. 619) —i%(s) gesetat 
wird. Diese Substitution ist ein specieller Fall derjenigen, bei welcher 
e“%(s) an die Stelle von %(s) tritt. Es ergibt sich hierbei eine zweite 
Minimalfliche, welche eine Biegungsflaiche der ersten ist, da bei dieser 
Substitution das Quadrat des Linienelementes der Flache ungedn- 
dert bleibt. 

Beide Flachen haben in entsprechenden Punkten parallele Nor- 
malen. Die den friiheren Kriimmungslinien entsprechenden Curven 
sind isogonale Trajectorien der neuen Kriimmungslinien und zwar 
schneiden sich die Curven unter dem Winkel $a. Die reelle Grosse 
a kann als ein variabler Parameter aufgefasst werden: Es ist da- 
her modglich, mit Ausnahme der Ebene, jede Minimal- 
flaiche auf stetige Weise so zubiegen, dass sie wahrend 
der Biegung Minimalfliche bleibt, und zwar beschreibt 
jeder Punkt wahrend der Biegung eine Ellipse, wenn 
ein Punkt der Flache festgehalten wird. Dieser festgehal- 
tene Punkt ist der Mittelpunkt aller von den verschiedenen Punkten 
wihrend der Biegung beschriebenen Ellipsen. Man kann auch zeigen, 
dass diese Biegung der Minimalflichen die einzige ist, bei welcher 
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dieselben Minimalflichen bleiben. Gute Dienste leistet bei der Be- 
trachtung dieser Biegungen diejenige conforme Abildung der Minimal- 
flichen auf eine Ebene, bei welcher den Kriimmungslinien zwei Sy- 
steme orthogonal sich schneidender Parallellinien entsprechen. Den 
Satz, dass auf einer Minimalflache die beiden Schaaren Kriimmungs- 
linien ein zweifaches System isometrischer Linien bilden, verdankt 
man ebenfalls Herrn Ossian Bonnet. 

Es ist auch miglich, aus einer Minimalfliche und einer einzigen 
solchen Biegung derselben, welche, ohne derselben congruent oder 
symmetrisch zu sein, wieder eine Minimalflache ist, durch eine ein- 
fache geometrische Construction alle anderen Biegungsflichen zusam- 
menzusetzen, welche wieder Minimalflichen sind. 

Es folgt hier eine kurze Angabe der beziiglichen Literatur. 

E. Beltrami: Sulle proprieta generali delle superficie d area 
minima. Mem. dell’ Accademia delle Scienze dell Istituto dt 
Bologna. Serie 2. Tom. VII. 1868. 

O. Bonnet: Comptes rendus 1853. Tome XXXVII. p. 532; 
Liouville, Journal de mathématiques, Deuxieme Série, Tome V. 
1860, p. 174, 227, 228; Journal de VEcole polytechnique, 
Cahier 42. (1860). 1867. p. 7—15. 

E. Bour: Journal de UVEcole polytechnique, Cahier 39, 1862, 
p. 97, 114. 

E. Catalan: Comptes rendus 1855. Tome XLI. p. 1019; 
Journal de U’ Ecole polytechnique, Cahier 37, 1858, p. 130. 

E. B. Christoffel: Borchardt’s Journal, Bd. 67 S. 218. 
1867. 

A. Enneper: Schlémilch’s Zeitschrift, Bd. 9 S. 107. 1864; 
Nachrichten von der Kénigl. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Gottingen 1871. No. 1. S. 14—23. 

K. Peterson: Weber Curven und Flachen. (Moskau. A. Lang.) 
Leipzig 1868. F. Wagner. (Deutsche Bearbeitung einiger 
vorher in russischer Sprache veréffentlichten Abhandlungen.) 
S. 66 und 72. 

J. Weingarten: Borchardt’s Journal, Bd. 62. S. 164. 1862. 

VAT ay Bs 

*1) Zusatz. Die oben erwahnte Abhandlung Riemann’s ,Ueber 
* die Flaiche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung“ enthilt 
in den Artikeln 6 und 7 einen sehr interessanten Satz tiber die Be- 
stimmung des Flicheninhalts eines beliebigen Theiles einer Minimalfliche. 
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Die Gleichungen 
es X+X'’) y= Y+Y'’", «= Z+Z', 


in denen X, Y, Z Functionen einer complexen Variablen bezeichnen, 
fiir welche dX?+ dY’+dZ* identisch den Werth Null hat, und in denen 
X’, Y', Z die zu X, Y, Z conjugirten Grissen bezeichnen, stellen 
eine Minimalfliche dar. (Vergl. Monatsberichte 1866 S. 614: 


fu) = 2X, g(u) = 2Y, hi) = 2Z) 


Die Functionen X, Y, Z vermitteln drei conforme Abbildungen dieser 
Flache. Nun ergibt sich das Quadrat des Linienelementes der Fliche 


da? + dy’+ dz? = 2(dX-dX'+dY-dY'+dZ-dZ’), 


dasselbe ist also doppelt so gross als die Summe der Quadrate der 
entsprechenden Linienelemente in den Ebenen der drei Gréssen 
X, Y, Z. ,Da die Linearvergrésserung bei der Abbildung in irgend 
einem Punkte nach allen Richtungen dieselbe ist, so erhalt man die 
Flachenvergrésserung gleich dem Quadrat der Linearvergrésserung“. 
»Daher ist auch das Flichenelement in der Minimalfliche gleich der 
doppelten Summe der entsprechenden Flichenelemente in jenen Ebenen. 
Dasselbe gilt von der ganzen Fliche und ihren Abbildungen in den 
Ebenen der X, Y, Z.“ 

Wird dieser Riemannsche Satz auf die untersuchte Minimal- 
fliche angewendet, indem 


X = [ 28F (8) ds, Y= {V—i(1—is*)$ (sds, Z = [Vi(l+ is?) §(s)ds 


gesetzt und die Variable s auf das Innere des achten Theiles des 
Kreisbogenvierecks abed beschriinkt wird; wie in der Anmerkung 7), 
so ergibt sich als Summe der Flichenraéume in den Ebenen X, Y, Z 


—leaw'i 
4 oo’. 


Das Doppelte hiervon betriigt —j}a'i; der dem Kreisbogenvierecke 
abed entsprechende Theil M der Minimalflaéche hat einen achtmal so 
grossen Inhalt (—4ao'1): Der Flaicheninhalt von M ist also 
genau ebensogross wie derjenige eines Periodenparal- 
lelogramms der Function gu. 

Diese Bestimmung des Flacheninhaltes von M gestattet nun eine 
Vergleichun g mit dem Flacheninhalt des zwischen denselben Grenzen 
enthaltenen Theiles M’ des hyperbolischen Paraboloides w- 2 = a'-y’, 
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Der Flicheninhalt dieses Theiles des Paraboloides wird ausgedriickt 
durch das Doppelintegral 


1 (eee ae See aa =~ 
dot [of Vir at yf dady = 40" (V3 + $n + V8)— ea 
0 0 


= 4°. 1,28079 
dagegen hat das betrachtete Stiick JZ der Minimal- 
fliche den Inhalt —4a’ri = 4°. 1,27926 
Der Unterschied betragt also 4°. 0,00153 
oder weniger als ;; des Inhalts der verglichenen Flachentheile. 


Die Kleinheit dieses Unterschiedes fordert dazu auf, die Grésse 
der Abweichung des betrachteten Stiickes der Minimalfléche von dem 
Paraboloid auch noch in anderer Hinsicht zu untersuchen. Zu diesem 
Zwecke wurden in die gefundene Gleichung der Minimalflache die 
Werthe « = 1, y = 1 eingesetzt und mit Hiilfe derselben wurde 
ein zugehérender Werth —z, von ¢ berechnet. Bei der Substitution 
mu == 4ov ist mit hinreichender N&éherung, vergl. 8S. 88 und Jacobi, 
Fundamenta p. 184, 


, cos 3v 
(1+ 2h cos 2v + 2h* cos 4) | (14 ee COS V ) 
(1— 2h cos 2v + 2h* cos 4v) (1 ae. sin 3v ) ; 


sin v 


A(u) = cotgv- 


h = 0,017972387 
log vulgh = 0,25460576 —2 
u = tw, v = are (22°30); 
log vulg 4(4@) = 0,4052541; log vulg 4(z,) = 0,1666935. 


Hieraus hat sich ergeben 
v, = arc (34°56'2071) und z, = @:-0,77642. 
Es sind also angenihert 
“= }$0,y = lo, e = —a-0,77642 


die Coordinaten eines Punktes der Minimalfliche; bei dem Para- 
boloid entspricht denselben Werthen von a und y der Werth 
z= —@-0,75. Der Unterschied beider Ordinaten betriigt also 
a -0,02642; es betrigt also an dieser Stelle der parallel der 

z-Axe gemessene Abstand beider Flichen nur wenig mehr als gig’ 0. 
Grésser zeigt sich der Unterschied in den Werthen der Haupt- 
kriimmungsradien. Beiden Flachen ist der Punkt « = 0, Y = w, 
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# = —o gemeinsam; der Hauptkriimmungsradius der Minimalfliche 
in diesem Punkte hat die Linge 1 (vergl. S. 49), derjenige des hy- 
perbolischen Paraboloides hingegen hat in demselben Punkte die Linge 
ao = 0,863. age 

Zu 8. 92. 

2) J. Plateau: Récherches expérimentales et théoriques sur les 
figures Wéquilibre @une masse liquide sans pesanteur. Septiéme Série. 
§. 44. Mémoires de VAcadémie royale de Belgique. Tome XXXVI. 
(1866). Poggendorff’s Annalen Band CXXX. S. 275. 

Zu 8S. 96. 

*®) Das in Fig. 24 (S. 96) abgebildete Gestell ist auch von Herrn 
Plateau (Récherches expérimentales etc. Diaiéme Série. §. 43. Meé- 
mowres de V Académie royale de Belgique. Tome XXXVII. [1868]) be- 
schrieben und abgebildet worden. Es darf jedoch aus dem von Herrn 
Plateau beschriebenen physikalischen Vorgange nicht geschlossen 
werden, dass, wenn die Héhe jenes quadratischen Prismas betrachtlich 
groésser ist als die Seite der Grundflaiche, durch jenes Achtseit mehr 
als ein einfach zusammenhiingendes von demselben vollstindig be- 
grenztes, im Innern von singuliren Stellen freies Minimalflaichenstiick 
gelegt werden kann, fiir welches die beiden Symmetrie-Ebenen des 
Achtseits ebenfalls Symmetrie-Ebenen sind; denn eine genauere Unter- 
suchung fiihrt zu dem Resultate, dass durch ein solches Achtseit nur 
ein einziges Minimalflaichenstiick gelegt werden kann, welches die an- 
gegebenen Higenschaften besitzt. Dieses Minimalflachenstiick enthalt 
auch den Mittelpunkt des quadratischen Prismas. Die Nichtiiberein- 
stimmung des Ergebnisses des Experimentes mit diesem rein mathe- 
matischen Satze ist dadurch zu erkliren, dass in dem angegebenen 
Falle geringe Abweichungen der Begrenzungslinie von der mathema- 
tisch definirten Gestalt sehr betrichtliche Aenderungen der Gestalt 
des durch die Begrenzung bestimmten Minimalflichenstiickes zur Folge 
haben kénnen, wihrend andererseits diese Veriinderlichkeit der Grenze 
bei dem Experimente ihre Erklirung darin findet, dass genau genom- 
men der Draht, aus welchem das Gestell gebildet ist, eine endliche 
Dicke hat und also eigentlich nur die réhrenformige Oberflache der 
am Drahte adharirenden und denselben mantelartig umgebenden 
Fliissigkeitsschicht in Betracht zu ziehen ist. 

Zu 8. 96. ; 

*) Scherk: Acta societatis Jablonovianae. Vol. IV. p. 205. 1832. 
Crelle’s Journal Bd. 18. 8.185. J. Plateau: Récherches expérimen- 
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tales etc. Dixiime Série: Résultats obtenus par les géométres , et vérifica- 
tions eapérimentales. §. 40. 


Zu 8. 99. 
2) Lindeléf et Moigno: Legons sur le calcul des variations. 
Paris 1861. No. 102—105. 


Zu 8. 101. 

26) Man vergleiche den Inhalt der Anmerkung *°). Setzt man in 

den Formeln (D) des Herrn Weierstrass (Monatsberichte 1866 
S. 619) statt §(s) 2es so ergibt sich: 


atyi = —2(e"s+e-“s,"), 
a—yi = —2(e%s*+6e-%s,), 
eg = Qe“nst+2e“lns,, 


= 2cosa-In(ss,) +21 sin a -In(ss7"), 
Aus diesen Formeln ergibt sich durch Multiplication und Division 


v+y? = 80s 2a +4(ss,+ SuiSin)s 


a+ yi eM S64 eo ag 
i ie er 
x—Yyt e “ss,te" 
ferner, wenn (42)’+(4y)? = 7°, sine = a, cosa = b gesetat wird 
$s = (VP tat VrP—B), Son (Vr? + a? a enn ee, 


1 = (VF+a + Vr? —b*). WroF Vr = 6); 
tl = 2VP + 0+ VP —8). Vr ta, ss41 Vr ba 
ss,—-1 = 2 (Vr? + a? +7? 8). Vr? — OF ei Vr 


8:s i a a(ss, —1)+b(ss, tL Bite 
a(ss, —1)—ib(ss, +1) x —yi’ 


aln(s. oS) SS 4S —2 arctg a a me ao Oo arctg =, 


42 = bIn(Vr+a Ve pea: eee = ane a) +a: arctg —, 
y 


= (ba)+ (ty). 
Diese Fliche, deren Gleichung wie im Text erwihnt zuerst von Herrn 


Scherk gegeben worden ist, stellt also nach dem Inhalte von 
Anmerkung *°) die allgemeine Biegungsfliche der auf 8. 100 erwihnten 


fod 
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Rotationsfliche der Kettenlinie dar, unter der Bedingung, dass diese 
Biegungsflaiche wieder eine Minimalfliche sein soll. 

Zu demselben Resultat gelangt Herr O. Bonnet in seiner im 
Journal de V Ecole polytechnique, Cahier 42, 1867 abgedruckten Preis- 
schrift: Mémoire sur la théorie des surfaces applicables a une surface 
donnée. (1860) p. 9—15. 

Auch in anderen der in Anmerkung *°) citirten Abhandlungen der 
Autoren Bonnet, Bour, Catalan und Enneper werden diese 
Flachen untersucht. 


Zu 8. 108. 

2") Diese Polyederoberflachen sind so beschaffen, dass sie drei 
oder vier Symmetrie-Ebenen besitzen und so gewdhlt, dass die Summe 
der in jeder EKcke zusammenstossenden Kantenwinkel drei Rechte be- 
tragt. Die conforme und eindeutige Abbildung der Kugeloberflache 
auf die Oberflaiche dieser Polyeder wird vermittelt durch das Integral 


ds 
VR(s) 
Man vergleiche hieriiber: Monatsberichte 1865 8S. 150*); 1870 S. 791. 
Borchardt’s Journal Bd. 70 8. 119.**) 
Die conforme Abbildung .der Kugel und also auch der Minimal- 
fliche selbst auf die Oberflaiche des betreffenden Polyeders ist hierbei 
eine solche, dass den Kriimmungslinien der Minimalfléchen zwei 


Schaaren von auf einander senkrechten Geraden entsprechen. 

Es mag noch bemerkt werden, dags die Bestimmung des Flachen- 
inhalts von solchen Theilen der in dem Nachtrage betrachteten Mini- 
malflachen, welche von geradlinigen Strecken begrenzt sind, nach dem 
in der Anmerkung *!) angefiihrten Riemannschen Satze ebenfalls 
auf die Bestimmung der Perioden von elliptischen Integralen zuriick- 
gefiihrt wird. 

*) §. 2 dieses Bandes. 

**) Die beiden letzten Abhandlungen 


Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 
Ou du 
Ci eye Tie 
unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. 
und 
Ueber einige Abbildungsaufgaben. 
sind abgedruckt im zweiten Bande der vorliegenden Ausgabe. 


Fortgesetzte Untersuchungen iiber specielle 
Minimalflachen. 


Im Januar 1872 von Ierrn Kummer der Kéniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
mitgetheilt. Monatsberichte der Kéniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin , Jahrgang 
1872, Seite 83—27. 


Eine der Aufgaben, welche Gergonne beziiglich der Bestimmung 
von Minimalflichen unter vorgeschriebenen Grenzbedingungen im 7ten 
Bande seiner Annales de Mathématiques (1816) gestellt hat, ist folgende: 

Couper un cube en deux parties, de telle maniére que la sec- 

tion vienne se terminer aux diagonales inverses de deux faces 

opposées, et que l’aire de cette section, terminée 4 la surface 

du cube, soit un minimum ? 

Donner, en outre, l’équation de la courbe suivant laquelle la 

surface coupante coupe chacune des autres faces de ce cube? 
In demselben Bande der Annales stellt Tédénat in zwei Aufsadtzen 
eine Schraubenflaiche als Lisung der angegebenen Aufgabe hin, gleich- 
zeitig aussert jedoch bereits Gergonne in verschiedenen Anmer- 
kungen beziiglich der Richtigkeit dieser vorgeblichen Lisung gewich- 
tige Bedenken, welche in der Behauptung gipfeln: Nichts beweist, 
dass die von Tédénat gefundene Minimalfliche diejenige ist, durch 
welche die gestellte Aufgabe gelist wird. 

Die Tédénatsche Liésung ist unrichtig, weil dieselbe eine der 
bei dieser Aufgabe auftretenden Grenzbedingungen, in deren Auf- 
stellung sich a. a. O. eine Liicke vorfindet, unerfiillt ldsst, indem die 
von der Variation der Grenzen abhingenden Glieder der ersten Va- 
riation nicht gleich Null sind. 

_ Hiernach ist auch eine neuerdings aufgestellte Behauptung es 
sei von den Gergonneschen Aufgaben nur die einfachste, die auf 
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die Schraubenfliche fiihre, von Tédénat gelést worden“, zu _be- 
richtigen. 

Der Kéniglichen Akademie beehre ich mich, in dem vorliegenden 
Aufsatz eine Untersuchung mitzutheilen, aus welcher unter anderem 
hervorgeht, dass durch die angegebene Gergonnesche Aufgabe zwei 
(zu einander symmetrische) Minimalflaichen bestimmt werden, welche 
den aus der Aufgabestellung sich ergebenden analytischen Bedin- 
gungen gentigen und welche zugleich specielle Falle derjenigen Mini- 
malflachen sind, die in dem Nachtrage zu meiner im Jahre 1867 der 
Kéniglichen Akademie vorgelegten Abhandlung Bestimmung einer 
speciellen Minimalfliche‘*) betrachtet werden. 


L. 


Nach einer yon Gauss herriihrenden Formel (Werke Bd. V 
S. 65) besteht die Variation 0S, welche der Flacheninhalt eines ein- 
fach zusammenhingenden, von einer in sich zurtickkehrenden Linie L 
begrenzten Flachenstiickes S bei einer Variation dieses Flachenstiickes 
erfahrt, im Allgemeinen aus zwei Theilen. Wéhrend der erste dieser 
beiden Theile ein iiber alle Elemente von S zu erstreckendes Doppel- 
integral ist, dessen Element die mittlere Kriimmung der Fliache an 
der betreffenden Stelle als Factor enthaélt, ist der zweite Theil ein 
iiber alle Elemente der Begrenzungslinie Z zu erstreckendes einfaches 
Integral. 

Bezeichnet dL die Linge eines Elementes der Begrenzungslinie 
L, p die Richtung der Tangente einer dem Flichenstiicke S angehé- 
renden Linie, welche von dem Elemente dZ in das Innere von S fiihrt 
und auf diesem Elemente perpendicular steht, wobei die Richtung vom 
Rande aus nachinnen als positiv angenommen wird, bezeichnet ferner 
de die absolute Grésse der Verschiebung des Elementes dZ und 
dp = de-cos(p, de) der Grésse und Richtung nach die Projection dieser 
Verschiebung auf das Perpendikel p, so ist der zweite Theil der Va- 
riation des Flacheninhalts des Stiickes S das iiber alle Elemente dL 
der Begrenzungslinie L zu erstreckende Integral 


—f dp -dL == —f de-cos (p, de) - dL. 


Soll die Flache: S die Eigenschaft haben, innerhalb vorgeschrie- 
bener Grenzen einen mdglichst kleinen Flacheninhalt zu besitzen, so 


*) Siehe S. 92—108 dieses Bandes. 
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muss die erste Variation dieses Flaécheninhalts gleich Null sein, wor- 
aus bekanntlich geschlossen wird, dass die mittlere Kriimmung des 
Flichenstiickes iiberall den Werth Null haben muss. 

Ist nun die Begrenzungslinie Z des gesuchten Flachenstiickes S 
in allen ihren Theilen gegeben, so ist die Variation de fiir alle Punkte 
derselben gleich Null, also ist auch fiir alle Punkte der Begrenzung 
die Grisse dp = de-cos(p,0e) gleich Null, und es liefert daher das 
iiber die Begrenzung von S zu erstreckende Integral — i} Op-dL in 
diesem Falle keinen Beitrag zur Variation 0S. Wenn hingegen die 
Begrenzungslinie oder ein oder mehrere Theile derselben nicht selbst 
gegeben sind, sondern an die Stelle derselben gegebene Flachen 
treten, auf denen die nicht gegebenen Theile der Begrenzung ZL 
liegen sollen, beziehungsweise frei variiren kénnen, wiahrend es sich 
erst noch darum handelt, diejenige Gestalt der nicht gegebenen Theile 
der Begrenzungslinie zu ermitteln, fiir welche die Flaiche S einen 
moglichst kleinen Flacheninhalt besitzt, so tritt zu der Hauptbedin- 
gung, dass die mittlere Kriimmung in jedem Punkte des Flachen- 
stiickes S gleich Null sein soll, noch die Grenzbedingung hinzu: 
Ueberall, wo die Begrenzungslinie nicht selbst vorgeschrieben ist, 
sondern an deren Stelle eine gegebene Fliche F' tritt, auf welcher 
die Flache S endigen soll, muss fiir den Fall des Minimums langs 
der Endigung der Factor cos(p,de) gleich Null sein; mit andern 
Worten: es muss in allen Punkten des auf der Flache F’ liegenden 
Theiles der Begrenzung von S die Tangentialebene von S mit der 
Tangentialebene von F' einen rechten Winkel einschliessen. 

Die Grenzbedingungen, denen die Fliche S fiir den Fall des Mi- 
nimums gentigen muss, kénnen also folgende Form erhalten: Die 
Flache S soll ,lings gegebener Linien LZ endigen%, oder ,gegebene 
Flachen F' rechtwinklig treffen“ oder endlich ,lings gegebener Linien 
L endigen und gegebene Flachen F’ rechtwinklig treffen.“ 

Zu denjenigen Aufgaben, bei welchen die Grenzbedingungen die 
_ guletzt angegebene Form erhalten, gehért auch die specielle im Ein- 
gange erwdhnte Aufgabe Gergonne’s. Die Bedingung des Recht- 
winkligstehens hat Gergonne, als derselbe die Aufgabe stellte, wohl 
nicht gekannt, vermuthlich weil zu jener Zeit das Rechnen mit Doppel- 
integralen, wenn auch die Grenzen derselben zu variiren sind, nicht 
hinreichend entwickelt war; es wiirde indessen nicht schwer gewesen 
sein, ftir den speciellen Fall der Gergonneschen Aufgabe die Grenz- 
bedingung des Rechtwinkligstehens auch ohne Zuhiilfenahme der 
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Gaussischen Formel mit Hiilfe der Formel 


df{fViepr¢e dxdy = ~ iM 5) 82 dx dy — eee 


V1+ p*+¢° 


herzuleiten , weil es bei dieser Aufgabe hinreicht, nur solche Varia- 
tionen ins Auge zu fassen, bei denen die verdnderlichen Theile der 
Begrenzungslinie in denselben der z-Axe parallelen Ebenen bleiben. 

(Vergl. Gauss Werke Bd. V 8.58 Art. 21.) 

Dass aber Gergonne richtig erkannt hat, zu welcher Gruppe 
von Aufgaben die in Rede stehende specielle Aufgabe gehért, geht 
daraus hervor, dass derselbe in einer Anmerkung (Annales Tome VII. 
p- 153) sich folgendermassen ausdriickt: Le probléme général, dont 
celui-ci est un cas particulier, serait le suivant: Deux portions de 
courbes, isolées l'une de l’autre, se terminant de part et d’autre a 
deux surfaces courbes, aussi isolées l’une de l'autre étant données; 
faire passer par ces deux courbes une surface dont l’étendue, com- 
prise entre elles et les deux surfaces données, soit la moindre 
possible ? 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die Aufgabe, eine einfach 
zusammenhingende Minimalflache zu bestimmen, welche vorgeschrie- 
benen Grenzbedingungen der angegebenen Art geniigt, nicht immer 
eine bestimmte ist. Abgesehen davon, dass es Falle gibt, in denen 
durch dieselbe Begrenzungslinie mehr als eine einfach zusammen- 
hingende Minimalfliche gelegt werden kann, welche in ihrem Innern 
von singularen Stellen frei ist, gibt es Falle, in denen unendlich viele 
Minimalflichen allen Bedingungen geniigen. Man braucht z. B. nur 
an den Fall zu denken, in welchem eine von einem variablen Para- 
meter abhingende Schaar von Minimalfléchen von einer réhrenformigen 
- Flache, welche auf den einzelnen Flaichen der Schaar Flachenstiicke 
von endlicher Ausdehnung begrenzt, orthogonal durchsetzt wird. 
Denkt man sich nun diese Réhrenfliiche gegeben, so ist ersichtlich, 
dass es unendlich viele einfach zusammenhiingende Fliachenstiicke gibt, 
welche der erstbetrachteten Schaar angehéren und welche demnach 
mit der Eigenschaft, dass die mittlere Kriimmung in jedem Punkte 
derselben den Werth Null hat, die Eigenschaft verbinden, die gege- 
bene Flache rechtwinklig zu treffen, woraus sich tibrigens ergibt, dass 
alle diese Flichenstiicke gleichen Flacheninhalt haben. 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 9 
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2. 


Der einfachste Fall der im Vorhergehenden erwéhnten allgemei- 
neren Aufgabe tritt offenbar dann ein, wenn die Linien L gerade 
Linien und die Flichen F Ebenen sind. In diesem Falle treten 
folgende beiden Sitze in Kraft: 

I. Jede auf einem Stiicke einer Minimalfliche liegende Gerade 
ist eine Symmetrieaxe der durch analytische Fortsetzung dieses 
Stiickes entstehenden Minimalfliche. 

II. Wenn auf einem Stiicke einer Minimalfliche eine ebene Curve 
liegt, lings welcher die Tangentialebene der Flache und die 
Ebene der Curve miteinander einen rechten Winkel ein- 
schliessen, so ist die Ebene dieser Curve eine Symmetrie-Ebene 
derjenigen Minimalfliche, welche durch analytische Fortsetzung 
dieses Stiickes entsteht. 

Diese beiden Sitze, auf welche ich gelegentlich der Untersuchung 
einer speciellen Minimalfliche (vergl. Monatsberichte 1865 8. 152) *) 
gefiihrt worden bin, sind specielle Falle eines allgemeineren Satzes, 
dessen Kenntniss ich einer giitigen miindlichen Mittheilung des Hrn. 
Weierstrass verdanke und von dem ich in der Folge eine wich- 
tige Anwendung machen werde. 

Mit Hiilfe dieser Satze habe ich versucht, folgende Aufgabe zu 
lésen: 

»Gegeben ist eine zusammenhiingende geschlossene Kette, 
»deren Glieder von geradlinigen Strecken, oder von Ebenen, 
,yoder von geradlinigen Strecken und yon Ebenen gebildet 
,werden; gesucht wird ein einfach zusammenhingendes, in sei- 
ynem Innern von singuliren Stellen freies Minimalflichenstiick, 
ywelches von den-geradlinigen und von den ebenen Gliedern 
»der Kette begrenzt wird und die letzteren rechtwinklig trifft.“ 

Die vorstehende Aufgabe ist fiir den Fall, dass die Glieder der 
Kette nur von geradlinigen Strecken gebildet werden, in allgemeinster 
Weise von Hrn. Weierstrass gelist worden (Monatsberichte 1866 
S. 855 u. 856). Die Untersuchungen Riemann’s iiber dieselbe Auf- 
gabe liegen in einer Bearbeitung des Hrn. Hattendorff vor. (Abhandl. 
der Kénigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen Bd. 13) 

Die Functionen, welche Hr. Weierstrass mit G(w) und A(u) 
bezeichnet hat, geniigen auch in dem hier angegebenen Falle einer 


*) Siehe 5. 1—5 dieses Bandes. 
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und derselben linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren 
Coefficienten rationale Functionen von w sind, iibereinstimmend mit 
dem -von Hrn. Weierstrass a. a. O. angegebenen Resultate. Wih- 
rend aber die Determmante G(w)-H’(u)—H(u)-G'(u) in den Fallen, 
in welchen die erwihnte Kette nur geradlinige oder nur ebene Glieder 
enthalt, eine rationale Function yon w ist, hat fiir den allgemeinen 
Fall, in welchem die Kette geradlinige und ebene Glieder enthilt, 
erst das Quadrat dieser Determinante die Eigenschaft, eine rationale 
Function von wu zu sein. 

In dem einfachen Falle, in welchem die Kette aus zwei gerad- 
linigen Strecken und einer Ebene, oder aus zwei Ebenen und einer 
geradlinigen Strecke besteht, fiihrt jene Differentialgleichung auf die 
bekannte Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe. 

In dem allgemeinen Falle tritt hingegen, was nicht iibersehen 
werden darf, zu denjenigen Werthen des Arguments, welche fiir die 
Differentialgleichung wesentlich singular sind, noch eine gewisse 
Anzahl ausserwesentlich singulérer Werthe hinzu. 


3. 


Wird die Gergonnesche Aufgabe (vergl. den im Eingange dieses 
Aufsatzes wiedergegebenen Wortlaut der urspriinglichen Fassung der- 
selben) so verstanden, dass iiberhaupt die erste Variation des Flachen- 
inhalts der gesuchten Fliche gleich Null sein soll, so lasst diese Auf- 
gabe unendlich viele Lésungen zu, wie ich in der Folge zeigen 
werde. Um indessen von vorn herein von der Art und Weise des 
Auftretens von unendlich vielen Lisungen in einem solchen Falle eine 
deutliche Vorstellung zu gewinnen, kann man die Aufgabe dadurch 
etwas vereinfachen, dass man an die Stelle des Wiirfels in der Ger- 


gonneschen Aufgabe einen geraden Kreiscylinder treten lasst, dessen 


Oberfliiche und dessen Inneres in Bezug auf ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem durch die Bedingungen 


@+Y ZR, #= (4m) 
gegeben sein mige. Den beiden Diagonalen der Gergonneschen 
Aufgabe miégen die Geraden 
Y= 2,e— 4m; y= —t,e@ = —ZE 


entsprechen. Dann gentigen die im Innern dieses Cylinders liegenden 


Stiicke der durch die Gleichungen 
Q * 
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dargestellten rechts und links gewundenen Schraubenflachen fiir jeden 
ganzzahligen Werth der Zahl » den vorgeschriebenen Bedingungen, 
die beiden geraden Linien zu enthalten und die gegebene Cylinder- 
fliche rechtwinklig zu treffen. 

Der Flicheninhalt § dieser Stiicke wird gegeben durch die Formel 


See af Vi+ (Qn +1)?r°- dr 


und erlangt unter den angegebenen Voraussetzungen seinen kleinst- 
_miglichen Werth fiir n = 0. (Vergl. die Aufsitze Tédénat’s im 
7ten Bande der Annales.) 

Beziiglich der Gergonneschen Aufgabe beschranke ich nun die 
Untersuchung auf den Fall, welcher dem Werthe n = 0 bei der so- 
eben betrachteten einfacheren Aufgabe entspricht, in welchem also die 
im Vorhergehenden betrachtete Kette nur vier Glieder enthalt, 
naémlich zwei geradlinige Strecken, welche mit zwei Ebenen abwech- 
seln. (Vergl. die spatere Fassung, welche Gergonne seiner Auf- 
gabe gegeben hat.) 

Zur Lisung der so sich ergebenden Aufgabe fiihrt nun folgende 
Betrachtungsweise. 

Es sei S ein einfach zusammenhingendes zwischen den Ebenen 
zweler gegeniiberliegenden Seitenflichen a’b und c’d des gegebenen 
Wiirfels (Tafel 4 Fig. 1.) hegendes und diese Ebenen Jangs der Linien 
ab’ und cd’ rechtwinklig treffendes Stiick einer Minimalflaéche, welches 
in seinem Innern von singuliéren Stellen frei ist und dessen vollstin- 
dige Begrenzung von den genannten beiden Linien ab’ und cd’ und 
‘von den beiden (nicht parallelen) Diagonalen ac und 0’d’ eines anderen 
Paares gegeniiberliegender Seitenfliichen des Wiirfels gebildet wird. 
Diese vier Theile der Begrenzung von S mégen der Kiirze wegen mit 
— (¢), (fF); (g), (2) bezeichnet werden. Es handelt sich darum, aus den 
angegebenen Kigenschaften das Flichenstiick S und die Gestalt der 
im den Ebenen a’d und c’d liegenden Linien (e) und (f) analytisch zu 
bestimmen. 

Vermige der angegebenen beiden Symmetriegesetze kann das 
Flachenstiick S$ tiber seine Begrenzung hinaus analytisch fortgesetzt 
werden. An dieses Flichenstiick S denke man sich zuniichst ‘die 
symmetrische Wiederholung desselben in Beazug auf die Ebene ab, 


sa eis 
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naémlich das Flichenstiick §, angefiigt. Hierauf denke man sich an 
die beiden Flachenstiicke S und §,, welche lings der Linie (e) mit 
einander zusammenhingen und daher in ihrer Vereinigung ein eben- 
falls einfach zusammenhiingendes Flichenstiick S + S, bilden, die sym- 
metrischen Wiederholungen der beiden Flichenstiicke S und S, in Be- 
zichung auf die geradlinigen Strecken (h) und (h), angeftigt, welche 
mit S, und S, bezeichnet werden migen. Es fallen dann die Ebenen 
der Linien (f), und (f), mit der Ebene bc’ und die Ebenen der Linien 
(¢), und (e), mit der Ebene ad’ zusammen, wihrend gleichzeitig die 
vier Flichenstiicke S,, S, S, und S, in ihrer Vereinigung wieder ein 
einfach zusammenhingendes Flichenstiick bilden. Denkt man sich 
nun dieses Flachenstiick iiber die Linie (e),+(e), hinaus analytisch 
fortgesetzt, d. h. in Bezug auf die Ebene dieser Linie symmetrisch 
wiederholt, wobei die Wiederholungen von §S,S S,S, beziehlich mit 
S, 8, S, S, bezeichnet werden migen, so bilden die acht Flichenstiicke 
S bis S,, von denen 8, S, S, dem Flichenstiicke S congruent, die vier 
andern demselben symmetrisch sind, ein einfach zusammenhiingendes 
Flachenstiick M, dessen Inneres von singuliren Stellen frei ist. Die 
einzelnen Theile der Begrenzung dieses Flichenstiickes haben paar- 
weise parallele Lage, wahrend gleichzeitig die Normalen der Flache 
in entsprechenden Punkten correspondirender Begrenzungstheile pa- 
rallel sind. (Den Flichenstiicken S S,S,---S, entsprechen in Fig. 2 
auf Tafel 4 beziehlich diejenigen Flachenstiicke, welche mit 812---7 
bezeichnet sind.) 

Wenn daher die Punkte des Flaichenstiickes MZ in der bekannten 
Weise durch parallele Normalen auf die Flache emer Kugel bezogen 
werden, so bedeckt die diesem Flachenstiick entsprechende einfach 
zusammenhiingende sphirische Flache 7’ die Kugelflache vollsténdig 
und zwar in der Weise, dass geschlossen werden kann, es sei die 
Flache 7’ durch Querschnitte aus einer mehrfach zusammenhaéngenden 
Riemannschen Kugelfliche 7 entstanden. 

Hieraus folgt, dass die in den allgemeinen, die analytische Dar- 
stellung der Minimalflachen betreffenden Formeln (D) des Hrn. 
Weierstrass (Monatsber. 1866 S.619) auftretende Function %(s) 
eine algebraische Function ihres Argumentes ist. Eine einfache 
Abzihlung zeigt, dass sechs Querschnitte erforderlich sind, um die 
geschlossene Flache 7’ in eine einfach zusammenhingende Fliche 1” 
zu zerschneiden; es gehirt daher die Function §(s) nach der Rie- 
mannschen Eintheilung der algebraischen Functionen in Klassen zu 
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einer Klasse, bei der die Zahl, welche die Ordnung des Zusammen- 
hangs der die Verzweigung der Function geometrisch darstellenden 
Fliche ausdrtickt, gleich sieben und die Anzahl der linear von ein- 
ander unabhingigen Integrale erster Art gleich drei ist. In dem 
yorliegenden Falle mtissen die Integrale, deren reelle Theile die drei 
Coordinaten eines beliebigen Punktes von M sind, 


u = f—s)%(s)ds, 0 = fits) F(o)ds, w= f 26F(s)ds 


— wobei wu, v, w nicht dieselben Gréssen bezeichnen, die in der Ab- 
handlung des Hrn. Weierstrass mit w, v, w bezeichnet sind — 
drei Integrale erster Art sein und da zwischen den drei Differen- 
tialen du, dv, dw die identische Relation 


(du)’+ (dv)?+ (dw)? = 0 


besteht, so sind diese Integrale hyperelliptische. Mit andern 
Worten, die Function %(s) ist in dem vorliegenden Falle gleich dem 
reciproken Werthe der Quadratwurzel aus einer ganzen Function 
achten Grades von s. Wird diese ganze Function mit }R(s) be- 
zeichnet, so ergibt sich 


2 
s) = ——. 
(s) VEG 
Die drei Strecken ab, ad, aa’ mibgen beziehungsweise die posi- 
tiven Richtungen der #-, y- und z-Axe bezeichnen, und s mige gleich 
E+ gesetzt werden, so folgt aus der Bedingung, dass den beiden 
Geraden § = +y% auch auf der Minimalfliche gerade Linien ent- 
sprechen sollen, dass die acht Wurzeln der Gleichung R(s) = 0 in 
Beziehung auf die beiden Geraden = + y symmetrische Lage haben, 
und zwar tiberzeugt man sich durch geometrische Betrachtungen, dass 
im vorliegenden Falle diese Wurzeln simmtlich auf den beiden Ge- 
raden § = O und y = O liegen miissen. Man hat also 


R(s) = Crist) (r}—-s") 


zu setzen, wor, und 7, zwei reelle positive Gréssen bezeichnen und 
r,<r, sein moge. Der Constanten C, welcher ein reeller positiver 
Werth beizulegen ist, mdge der Einfachheit wegen der Werth 1 ge- 
geben werden, wodurch zugleich auch iiber die absolute Grésse der 
Hauptkriimmungsradien in den dem Werthe s = co entsprechenden 
Punkten des Flichenstiickes § verfiigt ist. 
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Denkt man sich nun in die Flache desjenigen Quadranten der 
Ebene, in welchem £ positiv und x? = ist, lings der Axe des Reellen 
7 = 0 vom Punkte s = 0 bis zum Punkte s = 7, und vom Punkte 
s = oo bis zum Punkte s =§ r, zwei Einschnitte gemacht, so ent- 
spricht dem hierdurch entstandenen einfach zusammenhingenden Ge- 
biete ein von zwei geraden Strecken und von zwei ebenen Kriimmungs- 
linien begrenztes einfach zusammenhingendes Stiick einer Minimal- 
fliche. Dem die Punkte s = 7, und s = +, verbindenden Theile der 
Axe des Reellen entspricht auf der Minimalfliiche eine der y-Axe pa- 
rallele gerade Linie, welche eine Symmetrieaxe des betrachteten 
Flichenstiickes ist. Diese Gerade verbindet diejenigen beiden Punkte 
der Begrenzung desselben, welche den Punkten s = r, und s = 7, 
entsprechen und die Eigenschaft haben, dass durch dieselben ausser 
der erwadhnten Geraden noch zwei andere Asymptotenlinien der Flache 
hindurehgehen, welche, wenn R(s) = 1—14s*+s° gesetzt wird, eben- 
falls geradlinig sind, diese Eigenschaft jedoch im allgemeinen Falle 
nicht haben. 

Da die Projectionen der erwa&hnten beiden ebenen Kriimmungs- 
linien auf die Ebene ¢ = 0, wie eine einfache Rechnung zeigt, nur 
dann gleiche Liinge haben, wenn das Product 7,-7, den Werth 1 hat, 
so ist fiir den vorliegenden Fall r, = v7’ zu setzen und es haben in 
Folge dessen die acht Wurzeln der Gleichung R(s) = 0 auch in 
Bezug auf die Kreislinie &’+ 7? = 1 symmetrische Lage. 

Dieser Kreislinie entspricht dann auf der Minimalfliche eine 
gerade Linie, welche mit den beiden geraden Strecken der Begren- 
zung, deren Mittelpunkte sie verbindet, rechte Winkel einschliesst; 
diese Gerade ist ebenfalls eine Symmetrieaxe des Flachenstiickes 8S. 

Wird der Constanten 7, irgend ein zwischen 0 und 1 liegender 
reeller Werth r beigelegt, so liegt das betrachtete Flachenstiick ganz 
innerhalb eines geraden quadratischen Prisma, auf dessen Oberflaiche 
die Begrenzung dieses Flichenstiickes liegt. Sowohl die absolute 
Linge der einzelnen Kanten des erwahnten Prisma, als auch das 
Verhiltniss + der Héhe desselben zur Seite der quadratischen Grund- 
fliche sind innerhalb des angegebenen Intervalles eindeutige Functio- 
nen von r und zwar gehért auch umgekehrt zu jedem Werthe dieses 
Verhiltnisses + nur ein einziger zwischen 0 und 1 liegender Werth 


von fr. 
Bezeichnet man die halbe Seite jenes Quadrates mit @,, die halbe 


- Hohe des Prisma mit @,, so ergibt sich unter Benutzung der J acobi- 
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schen Bezeichnungsweise 
2r 
On ———— + 
eae Oa 94) 
‘ 
unter der Voraussetzung, dass den zugehdrenden Moduln &, und &, 
die Werthe 


0, = 27 ha, 


re) 


2 
1-yr : P 


k, SSS 
dtr) 


beigelegt werden. 

Soll nun das quadratische Prisma in einen Wiirfel tibergehen, 
also @, = @, sein, so ergibt sich, wenn r = tgiy gesetzt wird, fiir 
den Winkel y der Werth 67°8'31/28; einen Winkel von dieser Grésse 
schliesst die Normale der Flache in den den Werthen s = r und 
s = r”* entsprechenden Punkten mit der z-Axe ein. Fiir diesen Werth 
von 7 ergibt sich beiliufig o, = o, = 1,39704, wahrend fiir die 
Grésse des Flacheninhalts des betrachteten Stiickes S der Werth 
o,-4,93482 gefunden wird. 

Es ist hierbei zu bemerken, dass, wenn eine ganze positive 
Zahl bedeutet, auch die Bedingung o, = (2n+1), zu einer Lisung 
der Gergonneschen Aufgabe in dem oben angegebenen allgemei- 
neren Sinne fiihrt, und hiermit ist bewiesen, dass die gestellte Auf- 
gabe, wenn dieselbe in diesem Sinne verstanden wird, unendlich viele 
Lésungen zulasst. 


4. 


Aus der vorhergehenden Untersuchung ergibt sich unter anderem, 
dass die gefundene Minimalflache zu denjenigen speciellen Minimal- 
flichen gehért, welche in dem Nachtrag zu meiner Abhandlung ,,Be- 
stimmung einer speciellen Minimalfliiche* *) betrachtet werden. Die be- 
sondere Eigenschaft dieser Flachen, dass die auf rechtwinklige Coor- 
dinaten bezogene Gleichung derselben rational ausdriickbar ist durch 
elliptische Functionen, deren Argumente ganze lineare Functionen der 
Coordinaten sind, kommt daher auch der im Vorhergehenden gefun- 
denen Minimalfliche zu. 

Das Verfahren, welches in der genannten Abhandlung zu der 
Gleichung 


uv+vA+iut+l = 0 


*) Siehe 5. 92—102 dieses Bandes. 
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gefiihrt hat, lasst sich noch etwas vereinfachen und gleichzeitig so 
verallgemeinern, dass dasselbe tiberhaupt auf den Fall, in welchem 
die acht Wurzeln der Gleichung R(s) = 0 in Bezug auf die drei 
Linien § = 0, y = 0, £42? = 1 symmetrisch liegen (wobei die 
Lage derselben dann von zwei variablen Parametern abhiingt), allge- 
meine Anwendung findet. Das Hauptergebniss, zu dem ich gelangt 
bin und welches mir der Beachtung nicht unwerth zu sein scheint, 
besteht nun darin, dass, wenn von einigen Grenzfillen abgesehen 
wird, von denen in der Folge die Rede sein wird, die Gleichung aller. 
jener Flachen in dieselbe specielle Form gesetzt werden kann, z. B. 
in die angegebene, in welcher dann die drei Gréssen A, w, v wieder 
elliptische Functionen der rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen 
Punktes der Flache bedeuten, wobei indessen die Constanten, durch 
welche diese elliptischen Functionen n&her bestimmt werden, im All- 
gemeinen fiir die drei Functionen verschieden sind. 

Es ist nicht wesentlich, die angegebene specielle Form der 
Gleichung beizubehalten, vielmehr scheint die Gleichung 


Av uy, = 1, 
in welche jene durch die gleichzeitigen Substitutionen 


1+4, oo ele Ree 1+», 


A= jay he eine i=y 


iibergeht, vor derselben in gewisser Hinsicht einige Vorziige zu 
haben. 

Ausgehend von den bereits erwihnten Formeln (D) des Hrn. 
Weierstrass setze man 


2 
o(s) = VRC)’ 
R(s) = A[i(l+s*)? 2sP+ BsfPl—s'P+ C[L—s Ped + s°)f, 


wobei die Coefficienten A, B, C reelle Werthe haben, welche spater 
genauer bestimmt werden sollen, und transformire die drei Integral- 
functionen 


U— Uy = f (1—s*)§(s)ds, 
v—v, = fid+s)F (ds, 
w—W, = [28% (s)ds 


mittelst der Formeln 
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[Peaster yh Pte ores v 1-s* 


i Deals ai 125)? Hier wi Lae 


in welchen 2, w, v drei neue verinderliche Gréssen und J, m, n drei 
Constanten bezeichnen, deren Product den Werth 1 hat. Dann er- 


geben sich die Gleichungen 


b aif lda 
ee JN BIR BOS Ae Oe 


u 


oy, = {- mdw S 
‘ VOm'+ (C+A—B)m?w+Aut 
~~ u ndv 
ies aay i VAn't (At B—OC)n'v BY 


Fasst man nun die oberen Grenzen 4, uw, v dieser drei Integrale 
als Functionen der complexen Grésse s auf, so sind 


xr—x, = Ru—u,), y-y = Rw—v,), 2-2 = R(w-w,), 


wo der vorgesetzte Buchstabe # andeutet, dass der reelle Theil der 
nachfolgenden Grésse genommen werden soll, die mit den Gleichungen 
(D) des Hrn. Weierstrass iibereinstimmenden Gleichungen der 
Minimalflache. 

Andererseits werden aber gleichzeitig durch dieselben drei 
Gleichungen, wenn die unteren Grenzen der drei Integrale als con- 
stant, die oberen Grenzen derselben als verainderlich betrachtet werden, 
drei elliptische Functionen 4, uw, v bestimmt, deren Argumente bezieh- 
lich die drei Gréssen u—-u,, v—v,, w—w, sind. 

Es wird nun behauptet, dass, wenn die drei Gréssen 4, w,; v in 
dem letzteren Sinne als Functionen von wu, v, w betrachtet werden, 


die Gleichung 
Avh-y = 1 
1) tiberhaupt cine Minimalflache darstelle, vorausgesetzt, dass die 
drei Gréssen uw, v, w beziehungsweise > = > als recheaane 


klige Coordinaten eines. Punktes im Raume gedeutet werden, 
und dass . 
2) die durch diese Gleichung dargestellte Flache im Allgemeinen 
und bei angemessener Bestimmung der durch die Integration 
eingefiihrten Constanten mit der durch die Gleichungen (D) des 
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‘ Hrn. Weierstrass dargestellten Minimalfliche tibereinstimme, 
falls die in jenen Gleichungen auftretende Function §(s) durch 
die Festsetzung 

2 
os) = = 
VRCs) 
bestimmt wird und an die Stelle der Gréssen u, v, w die Coor- 
dinaten wz, y, 2 treten. 
Von diesen beiden Behauptungen soll zuniichst die erste bewiesen 
werden. Es seien 2, w, v drei elliptische Functionen der rechtwin- 
kligen Coordinaten 2, y, z, mit denen dieselben durch die Gleichungen 


A? = aS =atav+aM, 

on eas dw ae r 2 Wd 
uu -~(F = b+ 0+ b'u', 
12 dy : ea} Pee 
vo = =) = ¢+t+ev-+cyv 


verbunden sind. 

Betrachtet man nun die Coordinate z eines beliebigen Punktes 
der durch die Gleichung Awy = 1 dargestellten Flache als Function 
von # und y, beziehungsweise von 4 und u, so erhilt man durch eine 
ziernlich einfache Rechnung fiir die mittlere Kriimmung der Flache in 
diesem Punkte den Werth 
Gere Oh pF 
Or Oye 2 OR — OY 

= sg OOO eB tO —O-, 
wo zur Abkirzung mit M der Ausdruck 

Ge) 
und mit (1) bis (6) beziehlich die Ausdriicke 
(1) = 26"c’—a(b'+c'), 
(2) = 2be—al(b'+ c’), 
3) 2e'0* —b(c'+a'), 
(4) = 2ca—0'(c'+a’), 
(5) = 2a"b"—c(a'+ 0’), 
(6) = 2ab—c"(a +0’) 


# 


bezeichnet sind. 
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Denkt man sich aber fiir die neun Constanten abc diejenigen 
Werthe eingesetzt, welche sich aus den Gleichungen, durch welche 
1, w, v als elliptische Functionen von w, v, w erklirt worden sind, 


ergeben, wenn u = 7, 0 = y, w = 2 gesetzt wird, so sind die Aus- 
driicke (1) bis (6) simmtlich identisch gleich Null, und es stellt daher 
die Gleichung 4-u-v = 1 unter den angegebenen Voraussetzungen 


im analytischen Sinne eine Minimalfliche dar. Damit jedoch behauptet 
werden kann, dass diese Gleichung fiir die hier in Betracht kommen- 
den Falle im Allgemeinen wirklich eine reelle Flache und nicht bloss 
eine Gleichung zwischen drei veridnderlichen Gréssen darstelle, ist 
eine weitere Untersuchung erforderlich, welche zweckmassig mit dem 
Beweise der zweiten der obigen beiden Behauptungen verbunden wird, 
zu dem ich jetzt tibergehe. 

Die hier zu betrachtenden speciellen Minimalflachen kénnen, wenn 
von Grenzfallen abgesehen wird, in drei Gruppen eingetheilt werden, 
jenachdem die die Verzweigung des Integrales 

VR (s) 
geometrisch darstellende von ebenen Flichen gebildete Polyeder- 
oberflache*) 
I. ein rectangulires Prisma begrenzt, 
oder 
II. einen kérperlichen Raum begrenzt, dessen Oberflaiche von vier 
gleichschenkligen Dreiecken und vier Paralleltrapezen  ge- 
bildet wird , 
oder 
III. ein doppelt zu denkendes geradliniges ebenes Achtseit ist. 

Den Ecken dieser Polyeder entsprechen jedesmal die Wurzeln 
der Gleichung R(s) = 0 und diejenigen Punkte der Minimalfliche, 
durch welche drei von einander verschiedene Asymptotenlinien hin- 
durchgehen. Die Winkel, welche die in diesen ausgezeichneten Punkten 
der Flaiche construirten Normalen der Flache mit den Coordinaten- 
axen einschliessen, kann man als variable Parameter ansehen, durch 
welche eine specielle Flache innerhalb jeder der drei Gruppen néher 
bestimmt wird. 


Wenn nun die Richtungen jener Normalen fiir die drei Gruppen 
durch die Tabelle 


*) S. die Figuren 43, 44 und 45 auf S. 108 dieses Bandes. 
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x ee ZL 
I + cos a + cos B + cos y 
+ sin « 0 + cos o | 
I 
0 + sin B + cos B 
+ cos a + sin o 0 
eS ae 7 
+ sin B + cos B 0 


gegeben werden, wobei fiir die erste Gruppe zwischen den Winkeln 
a, B, y die Relation cos’ «+ cos’ B+cos’y = 1 besteht und fiir den 
Fall der dritten Gruppe die Annahme gemacht werden soll, dass 
a+ B—<4a2, wahrend iberhaupt. fiir alle hier vorkommenden Winkel 
die Werthe 0 und 3m als Grenzfille vorléufig ausgeschlossen werden, 
so werden die Coefficienten A, B, C abgesehen von einer denselben 
gemeinschaftlichen multiplicativen Constante ¢, welche positiv oder 
negativ sein kann, durch die Tabelle 


A B C 
= S = 
I sin* « sin* B sin* y 
II COS” o cos’ p — sin’ «sin? B 
I | sin’a@cos’s sin’ B cos? a +1 
anil 


Wenn fiir eine der ersten oder der zweiten Gruppe angehérende 
Fliche A = B ist, so kann dieselbe auch als der zweiten, beziehungs- 
weise der ersten Gruppe angehirig betrachtet werden, wie sich durch 
eine Drehung des Coordinatensystems um 45°, bei welcher die ¢-Axe 
ungedndert bleibt, und gleichzeitige Verwandlung von s in s-\/i_ ergibt. 
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Damit nun die Gréssen uw, v, w gleichzeitig reelle Werthe an- 
nehmen, miissen gewisse Bedingungen erfiillt sein, welche in folgender 
Uebersicht, in der sich die Zeichen < und = stets auf reelle Gréssen 


beziehen, zusammengestellt werden. 


I. Gruppe. 


Werden die drei Constanten J, m, » durch die Gleichungen 


sin y sin & bs sin B 


——_, n= : 
sin B sin y sin o 


bestimmt, so kann man 


| [ da 1p ip dy 
“u= ar) a 7a ——— as 
1 é “ oe 


i 


setzen und zwar hat man, um fir den Fall e« = +1 alle reellen 
Punkte der Flache zu erhalten, den Gréssen 4, w, v alle der Bedin- 
gung 4uwy = 1 geniigenden reellen Werthsysteme beizulegen, wobei 
ein Uebergang von den positiven zu den negativen Werthen sowohl 
durch den Werth Null als auch durch den Werth oo geschehen kann. 

Fiir den Fall « = —1 setze man, mit m, w, y drei neue ver- 
inderliche Gréssen bezeichnend, welche nur reelle Werthe annehmen 
sollen, 


ee Oe ea a ae 
eae es tie, V =e", 


mit der Bedingung, dass die drei Grossen g, %, 4 dem absoluten Be- 
trage nach beziehlich drei durch die Gleichungen 


COS & cos B 
Q, = arctg ——__——_ yy, = arctg ———— 
cos B cos y’ . 5 cosy cos a” 
cos 
I = arctg enact’ 
cos a cos B 


bestimmte Grossen ,, #,, x, nicht tiberschreiten diirfen. Um alle 
reellen Punkte der Flache zu erhalten, hat man den Grossen , w, x 
alle mit dieser Bedingung vertriglichen reellen Werthsysteme beizu- 
legen, fiir welche dieSumme »+%+y7 = 0 ist, wobei indessen diegen- 
Variablen ein Umlauf um die extremen Werthe durch das Imaginire. 
hindurch zu gestatten ist. 
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II. Gruppe. 
= d ae 
v= f% aoe oof oa w ie Beh (1, m,n reell) 
0 ye 
é= +1; 0=V=SPoote’ 8; wigesxwao;, —oxXvS+0 
P = n? 
eS 0; OS Yan tee) — OSS 


III. Gruppe. 


~ da “ du ” dy 
u= Mas 0 =i} z - Ww =i] a (1, m,  reell) 


Ae? 
A ntga 
é= +1; —oXSdS+0; —-wmXSv~S+o; —-ntgpaxve+ntga 
—_ n 
é = -1;-woxX Vv? S—P cos’ a; — apse =O; ntge<v=n cotg p. 


Es ist nun die Identitait der beziehlich durch die Gleichungen 
t—2L, = R(U—uy), Y-Yo = Rw—%), 2—-& = R(w—w,) 
elnerseits und 
Ae Ta 0 oe 


andererseits dargestellten beiden Minimalflachen nachzuweisen, jedoch 
ist es nicht erforderlich, diese Uebereinstimmung fiir jede einzelne 
der drei Gruppen besonders darzuthun, vielmehr geniigt es, wenn 
dieser Beweis fiir eine derselben gefiihrt wird. . 

Fiir die erste Gruppe z. B. kann dieser Beweis wie folet gefiihrt 
werden. Man setze unter der Annahme, dass ¢ den Werth +1 
habe und dass auch den drei Constanten /, m, » der Werth 1 bei- 
gelegt werde, 

fe Nn ea) Ne 8h, 


Diese Werthe bestimmen auf der Minimalflaiche 4-u-v = 1 eine der 
y-Axe parallele Gerade, fiir deren einzelne Punkte die Variable wu 
folgende einfache geometrische Bedeutung hat. In einem beliebigen,- 
dem Werthe w entsprechenden Punkte dieser Geraden denke man 
sich die Normale der Fliche construirt, so ist w gleich der trigono- 
- metrischen Tangente des Winkels, den diese Normale mit der 2-Axe 


einschliesst. 
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Bei der durch die Formeln (D) des Hrn. Weierstrass darge- 
stellten Fliche entgspricht eine der y-Axe parallele Gerade der An- 
nahme s = s,, da im vorliegenden Falle die der Function @(S) con- 
jugirte Function §,(s,) die Eigenschaft besitzt, dass %,(s) = —B(s) 
ist, oder dass fiir reelle Werthe der Variablen s der reelle Theil der 
Function §(s) gleich Null ist. 

In diesem Fall bedeutet die Grésse s, von welcher y durch die 


Gleichung 
y—y, = fidt+s*)F (sds 


abhiingt, die trigonometrische Tangente der Halfte desjenigen Winkels, 
den die Normale der Fliche in dem dem Werthe s entsprechenden 
Punkte mit der ¢-Axe einschliesst. Da nun die soeben betrachtete 


Gleichung durch die Substitution 


Ste Sick in y—! -{= 
a= jae i] Yo ae uw 


iibergeht, so ist es méglich, tiber die durch die Integration einge- 
fiihrten Constanten so zu verfiigen, dass die durch die beiden oben 
angegebenen Gleichungssysteme dargestellten Minimalflachen nicht 
nur jene der y-Axe parallele Gerade gemeinsam haben, sondern dass 
tiberdies laings derselben die Normalen beider Flachen zusammen- 
fallen. 

Nun tritt aber folgender allgemeine Satz, dessen Kenntniss ich 
einer miindlichen Mittheilung des Hrn. Weierstrass verdanke, und 
von welchem die im Vorhergehenden erwihnten beiden Satze nur 
specielle Falle sind, in Kraft: 

,»Wenn zwei Minimalflachen eine Linie gemeinsam haben und 
»ywenn tiberdies lings dieser Linie die Normalen beider Flachen zu- 
»Sammenfallen, so gehéren beide Flichen nebst ihren analytischen 
,Fortsetzungen einer und derselben Minimalfliche an und jedes Stiick 
der einen der beiden Flachen fallt in seiner ganzen Ausdehnung mit 
yeinem entsprechenden Stiicke der andern zusammen.“ 

Hiermit ist nun die Identitit jener beiden Flichen dargethan und 
die Richtigkeit ‘der oben ausgesprochenen beiden Behauptungen in 
allen ihren Theilen bewiesen. = 

Die gefundene Minimalflache, welche allen aus der Gergonne- 
schen Aufgabe hervorgehenden analytischen Bedingungen, soweit die- 
—selben mit dem Verschwinden der ersten Variation zusammenhingen, 
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gentigt, kann mit gleichem Rechte als zur ersten wie zur zweiten 
Gruppe gehdrig angesehen werden. Betrachtet man dieselbe als zur 
zweiten Gruppe gehérig, so hat man, um mit den frither getroffenen 
Annahmen vollstiindige-Uebereinstimmung herzustellen, 


1 
ees B ard ee Cla ‘sint y 
zu setzen, wo y einen Winkel bezeichnet, der angenihert gleich 
67° 8'31/28 ist. Die Gleichung der Durchschnittslinie (e) der gefun- 
denen Minimalfliche mit der Seitenflache a’b des Wiirfels nimmt dann 
die Form 


an, wo uw, = mtgy zu setzen ist. Hiermit ist auch der in dem 
zweiten Theile der Gergonneschen Aufgabe enthaltenen Forderung 
gentigt. 


5. 


Bei der vorhergehenden Untersuchung sind diejenigen Faille 
ausgeschlossen worden, in welchen einer der in Betracht kommenden 
Winkel den Grenzwerth 0 oder 4m” erreicht, ebenso der Fall der 
dritten Gruppe, in welchem «+f = 4m ist. Diese Grenzfalle erfor- 
dern insofern eine besondere Betrachtung, als die vorhergehende 
Untersuchung sich nicht ohne Einschriénkung auf dieselben erstreckt. 

Wenn bei der zweiten Gruppe « den Werth +1 hat, erfordert 
der Uebergang zu dem Grenzwerthe « = 0 bloss eine Aenderung der 
constanten Grenze desjenigen Integrales, durch welches die Variable 
» ausgedriickt ist. Hat hingegen « den Werth —1, so gebe man vor 
dem Uebergange zu dem Grenzwerthe « = 0 den drei Constanten 
1, m, » die Werthe 


1=isine, m= ———, n=-1, 


dindere die constante Grenze des Integrals, durch welches wu ausge- 
driickt ist, in passender Weise und fiihre hierauf den Grenztibergang 
aus, der nun mit einer Schwierigkeit nicht weiter verbunden ist. 

In dhnlicher Weise hat man zu verfahren, wenn bei der dritten 
Gruppe einer der beiden Winkel « oder 6 in seinen Grenzwerth Null, 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 10 
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oder wenn bei der zweiten Gruppe einer der beiden Winkel @ oder B 
in den Grenzwerth 4a itibergeht. 

Das Gemeinsame dieser Falle besteht darin, dass von den drei 
in Betracht kommenden Integralen nur eins ein elliptisches bleibt, 
wihrend die beiden andern in cyclometrische, beziehungsweise loga- 
rithmische iibergehen. 

Etwas anders verhalt es sich hingegen mit denjenigen Grenz- 
fallen, in welchen die Function ¥(s) in eine rationale Function 
von s tibergeht. Fiir diese Fille behalt die vorhergehende Unter- 
suchung gewissermassen nur zur Halfte Geltung,-insofern dieselbe 
zwar auf den Fall « = +1, nicht aber auf den Fall ¢ = —1 An- 
wendung findet, wie sich aus dem Anblick der folgenden beiden Ta- 
bellen ergibt, welche die Gleichungen der diesen Grenzfallen ent- 
sprechenden Minimalflachen enthalten. (Siehe 8. 147 und 148.) 

Indem ich mir erlaube, hinsichtlich des Literaturnachweises auf 
den Anhang zu meiner mehrfach erwahnten Abhandlung ,, Bestimmung 
einer speciellen Minimalfliiche* Bezug zu nehmen, bemerke ich nur 
noch zum Schlusse, dass je zwei der betrachteten Minimalflachen, 
welche sich nur durch das Vorzeichen des Factors ¢ von einander 
unterscheiden, in der Beziehung zu einander stehen, dass jede eine 
Biegungsfliche der andern ist, wihrend gleichzeitig den Asymptoten- 
linien der einen Flache die Kriimmungslinien der andern Fliche ent- 
sprechen, eine Beziehung, auf welche bekanntlich Hr. Ossian Bonnet 
zuerst aufmerksam gemacht hat. 


147 
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Ueber ein Modell eines Minimalflichenstiickes, 
welches liings seiner Begrenzung vier gegebene 
Kbenen rechtwinklig: trifft. 


Hine im Februar 1872 yon Herrn Kummer der Kéniglichen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin gemachte Mittheilung. Monatsberichte der Kéniglichen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, Jahrgang 1872, Seite 122—123. 

Hr. Kummer zeigte ein von Hrn. Professor Schwarz in Ziirich 
angefertigtes Gypsmodell einer Minimalfliche vor, deren Begrenzung 
durch eine Reihe von vier Ebenen gebildet wird, auf denen sie tiberall 
senkrecht stehen muss. 

Die von Hrn. Prof. Schwarz zuerst allgemein gestellte und be- 
handelte Aufgabe Minimalflichen zu finden, deren Begrenzung 
durch eine Kette von geraden Linien und von Ebenen gegeben ist, 
m. s. den Monatsbericht der Sitzung vom 18. Januar d. J.*), bietet 
namentlich in dem Falle, wo die Begrenzung durch eine Kette von 
Ebenen allein gegeben ist, einige Schwierigkeiten fiir die geometrische 
Anschauung dar, da es scheint, als ob die so zu begrenzenden Flachen 
jedes gegebene Maass der Kleinheit iiberschreiten kénnten.. Aus 
diesem Grunde wandte ich mich an Hrn. Professor Schwarz mit der 
Bitte mir dariiber einige Aufklérungen zukommen zu lassen. Der- 
selbe iiberschickte mir hierauf das vorliegende Modell**), in welchem die 
Begrenzung durch folgende vier in der bestimmten Reihenfolge zu 
nehmende Ebenen gegeben ist: 


e+ eo =0, y—-2-@ =0, 4-24+0@=0, y+e+oa = 0, 
&@ = —ot = 1,078258. 


*) Siehe S. 130 dieses Bandes. 
**) Siehe Fig. 54 auf der folgenden Seite. 
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Die dieser Begrenzung angehirende Minimalflache ist diejenige, welche 
Hr. Prof. Schwarz in seiner von der Akademie gekrénten und her- 
ausgegebenen Preisschrift: Bestimmung einer speciellen Minimalflache 
S. 80—83*) als Biegungsfliche der von vier Kanten eines regularen 
Tetraeders begrenzten Minimalfliche behandelt hat, und zwar ist das 
von den obigen vier Ebenen begrenzte Sttick der Minimalfliche genau 
die Biegung des zwischen vier Kanten des regularen Tetraeders lie- 
genden Stiickes der urspriinglichen Flache. 


Fig. 54. 


Die in dem Modell mit ihrer Begrenzung dargestellte Flache ist 
auch die einzige Flache, welche den analytischen Bedingungen geniigt, 
dass sie Minimalfliche sei, dass sie die vier Ebenen in der angegebenen 
Aufeinanderfolge iiberall rechtwinklig treffe und in ihrem Innern 
keinen singuléren Punkt enthalte. Hr. Schwarz hat nun auch unter- 
sucht, ob diese Flache auch wirklich ein Minimum darstellt, d.h. ob 
sie kleiner ist, als alle unendlich nahen Flachen, welche denselben 
Grenzbedingungen unterworfen sind, und hat gefunden, dass dies in 
der That nicht der Fall ist, und dass tiberhaupt in dem Falle, wo 
die Begrenzung nur’ durch Ebenen -vorgeschrieben ist, die Minimal- 
flachen, welche diese Ebenen tiberall rechtwinklig treffen, niemals 
wirkliche Minima in dem Sinne sind, dass ihre zweite Variation stets 
positiv sei, oder dass sie kleiner seien als alle wnendlich nahe lie- 
genden Flachen, welche durch dieselben Ebenen begrenzt sind. 


*) Siehe 8. 88—91 dieses Bandes. 


Beitrag zur Untersuchung der zweiten Variation 

des Flacheninhalts von Minimalflichenstiicken 

im Allgemeinen und von Theilen der Schrauben- 
flache im Besonderen. 


Im October 1872 yon Herrn Kummer der Kéniglichen Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin mitgetheilt. Monatsberichte der Kéniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
Jahrgang 1872, Seite 718—735. 


Die Beantwortung der Frage, ob einem Stiicke M einer Minimal- 
fliche unter gewissen Grenzbedingungen die Eigenschaft des Mini- 
mums wirklich zukomme oder nicht, hingt im Allgemeinen davon ab, 
ob fiir jede in Riicksicht auf jene Grenzbedingungen zulissige Va- 
riation des betrachteten Flachenstiickes die zweite Variation 0°S 
des Flicheninhalts S desselben positiv ist, oder ob es auch solche 
Variationen desselben gibt, fiir welche diese zweite Variation negative 
Werthe oder den Werth Null annimmt. 

Unter Bezugnahme auf eine ahnliche die Brachistochrone be- 
treffende Formel von Lagrange (Théorie des fonctions analytiques, 
Seconde partie, chap. XIII.) hat Tédénat (Annales de Mathéma- 
tiques par Gergonne, Tome VII. p. 284) fiir die erwahnte zweite Va- 
riation eine Formel aufgestellt, welche bei Anwendung der jetzt tib- 
lichen Bezeichnungsweise in die folgende iibergeht: 


F 
f= fey) z = = 5) 8 = f{Vitr+¢ da dy , 
. “erate (gdp —p dq)’ 
=0, 0 0; oS = ={f dx dy. 
a cP (1+-p°+9°)? 


Durch diese Formel wird die Frage iiber den Eintritt des Mini- 
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mums in denjenigen Fallen bejahend entschieden, in welchen das sphi- 
rische Bild des betrachteten Stiickes der Minimalfliche auf einer 
Halbkugelflache Platz findet, wihrend gleichzeitig entweder die ganze 
Begrenzung von M bei der Variation als fest betrachtet wird, oder 
doch die Theile der Begrenzung, welche nicht als fest betrachtet 
werden sollen, nur auf solchen Cylinderflichen variiren dtirfen, deren 
erzeugende Geraden auf der Ebene des jene Halbkugelflache begren- 
zenden Kreises senkrecht stehen. Unter diesen Voraussetzungen ge- 
wihrt nimlich die Variation nur einer der drei Coordinaten Resultate 
von hinreichender Allgemeinheit. 

Hierbei wird selbstverstindlich vorausgesetzt, dass die aus der 
Forderung des Verschwindens der ersten Variation hervorgehenden 
Bedingungen fiir das betrachtete Flachenstiick M erfiillt sind. Diese 
Voraussetzung soll auch in dem Nachfolgenden gemacht werden. 

Zu den mit Hiilfe der angegebenen Formel zu erledigenden Fallen 
gehéren beispielsweise diejenigen, in welchen die Begrenzung aus 
vier, ein réumliches Vierseit bildenden Kanten eimes regelmissigen 
Tetraeders (vergl. Monatsbericht vom April 1865, 8. 149) *) oder aus 
acht Kanten eines rectanguliren Parallelepipedons besteht (vergl. des 
Verfassers: Bestimmung einer speciellen Minimalfliche, Nachtrag, 
8.87) **), oder von zwei Geraden und zwei Ebenen gebildet wird, 
welche die in dem Monatsbericht vom Januar d. J. 8.9 u. 10***) 
niher beschriebene, einer Gergonneschen Aufgabe entsprechende 
gegenseitige Lage haben. In dem letzten Falle ist aber, wenn das 
in der zu jener Mittheilung gehérenden Figur ****) abgebildete Flachen- 
stiick S in Betracht gezogen wird, die Coordinate x als Function von 
y und zg zu betrachten. 

Ebenso lasst sich die erwihnte Frage mittelst der angegebenen 
Formel entscheiden, wenn das Flachenstiick M einer Schrauben- 
flache angehért und sich ganz auf einer Seite der Axe derselben 
befindet, vorausgesetzt, dass die Theile der Begrenzung, welche nicht 
als fest betrachtet werden sollen, an Oberflichen von Rotationscylin- 
dern gebunden sind, deren Axe mit der Axe der Schraubenfliche zu- 
sammenfallt. 


Hierdurch wird zugleich eine Vermuthung bestiitigt , welche 


*) Siehe 8. 1—5 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 96 dieses Bandes. 
er) Siehe S. 131 dieses Bandes. 

wer) Tafel 4, Fig. 1, 
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Hr. Plateau mit folgenden Worten ausgesprochen hat: Je suis porté 
a croire que Vhélicoide gauche a plan directeur n’a pas de limite de 
stabilité, du moins lorsqw’il est compris, a Vétat laminaire, dans un sy- 
steme solide composé dune portion de Vaxe et Wune hélice rattachée a 
celui-ci par des portions droites; en effet, celui que j’ai réalisé avait 
deux spires completes, et il était parfaitement stable. (Sur les figures 
d’équilibre d’une masse liquide sans pesanteur. XIme Série. § 27. 
Mémoires de l’Académie royale de Belgique. T. XXXVII. 1868.) 

Die Forderung, dass das sphiirische Bild des betrachteten Flachen- 
stiickes ganz auf einer Halbkugel Platz finden miisse, enthalt aber 
eine Beschriinkung, welche in der Natur der zu beantwortenden Frage 
nicht begriindet ist, und es gestattet daher jene Formel in den Fallen, 
in welchen die angegebene Bedingung nicht erfiillt ist, tiber den Ein- 
tritt des Minimums kein Urtheil; z. B. wenn es sich darum handelt, 
gu ermitteln, ob die in dem Monatsberichte vom Januar d. J. auf 
S.9*) angegebenen Schraubenflichen unter den dort naher beschrie- 
benen Grenzbedingungen in jedem Falle die Eigenschaft des Minimums 
besitzen oder nicht. 

Es soll daher in dem Folgenden zunichst die zweite Variation 
-§’S in einer andern Form berechnet werden, welche unter einer ge- 
wissen Voraussetzung ebenfalls die Beurtheilung des Vorzeichens ge- 
stattet und zugleich fiir eine allgemeinere Anwendung geeignet ist. 

Das von Hrn. Weierstrass (Monatsberichte 1866 8. 619) an- 
gegebene Gleichungssystem (D) 


dz = RK[(1—s’) F(s) ds], 
dy = Rli1+s") F(s) ds], 
dz = R[2s% (s) ds] 


ergibt fiir jede Wahl der Function §(s) eine bestimmte Minimalfliche, 
sobald festgesetzt wird, dass fiir einen bestimmten Werth der com- 
plexen Variabeln s die Coordinaten w, y, 2 vorgeschriebene Werthe 
haben sollen. Ein bestimmtes Stiick JZ dieser Flaiche erhalt man, so- 
bald die Verinderlichkeit von s auf einen begrenzten Bereich 7’ be- 
schrankt wird. 

Ebénso erhalt man, wird %(s)+<¢@(s) an die Stelle von G(s) 
gesetzt, wo ¢ eine reelle Verinderliche bezeichnet, die nur kleine 
Werthe annehmen soll, und G(s) eine fiir den Bereich 7 erkliarte 


*) Siehe 8. 131 dieses Bandes, 
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willkiirliche Function von s bedeutet, deren Allgemeinheit in ange- 
messener Weise beschrankt ist, unendlich viele dem Flachenstiicke 
benachbarte Flachenstiicke, welche ebenfalls Minimalflachen angehoéren 
und welche als Variationen des Flachenstiickes M angesehen werden 
kénnen. Alle diese Minimalflachen haben in entsprechenden Punkten 
parallele Normalen. Bezeichnen X, Y, Z die Cosinus der Winkel, 
welche die zu dem Werthe s gehérende Normale der Flache mit den 
Coordinaten-Axen einschliesst, so gelten die Gleichungen: 


sts, a aS a, ss,—1 


ssl” 4 (98,41)’ oS agents 


Xe4+Y°4+Z%? = 1, XdAX+VAY+ZdZ = 0, 


Xdz+Ydy+Zdze = 0, 


4ds ds, 


(@X)'+ @Y)'+ 2) = Bae 


in welchen s, die zu der Variabeln s conjugirte complexe Grosse _be- 
zeichnet, deren Gebiet ein dem Bereiche 7’ in Bezug auf die Axe des 
Reellen symmetrischer Bereich 7’, ist. 

Bestimmt man nun eine Function G(s) durch die Bedingung, dass 
G(s) deren dritte Ableitung ist, so erhalt man bei angemessener 
Bestimmung der in die Function G(s) eingehenden Constanten, wenn 
beim Uebergange von %(s) in %(s)+eG(s) vw, y, 2 in w+ 802, 
ytedy, 2+e0z2 tibergehen, aus dem Formelsysteme (E) des Hrn. 
Weierstrass (a.a. 0. 8. 619) die Gleichungen 

' da = R[(1—s’) G(s) + 2s G’ (s)—2 G(s)], 
dy = Rlt(1+s7) G"(s)—2is G(s) + 21G(s)], 
dz = R[2sG"(s)—2G(s)], 


Il 


welche, wenn dx, dy, dz als Coordinaten eines Punktes gedeutet 
werden, eine Minimalfliche darstellen. Denkt man sich in dem dem 
Werthepaare s,s, entsprechenden Punkte dieser Minimalflaiche die 
Tangentialebene construirt und auf dieselbe vom Coordinatenanfange 
ein Perpendikel gefallt, so erhalt man, in Uebereinstimmung mit der 
von Hrn. Weierstrass (a. a. 0. 8. 624) gegebenen Gleichung der 
Minimalflachen in Ebenencoordinaten, fiir die Linge dieses Perpen- 
dikels den Werth 


4s, 
ia, 7@)] = 2¥(5,9), 


Xx +Yoy+ Zoe = 8 26")— 
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Die Verschiebung eines beliebigen Punktes von M, welche den 
Coordinatendnderungen edz, edy, ¢d2 entspricht, kann in zwei Com- 
ponenten zerlegt werden, von denen die eine in die Tangentialebene 
dieses Punktes fallt, wihrend die andere auf derselben senkrecht 
steht. Die letztere Componente, welche hier allein in Betracht kommt, 
besitzt in Folge der vorhergehenden Gleichung die Grésse 2ev(s, s,). 

Nun sind aber nicht allein diejenigen Variationen von M zu be- 
trachten, welche genau oder néherungsweise wieder Minimalfléchen 
sind, sondern tiberhaupt alle in Riicksicht auf die Grenzbedingungen 
zulaissigen Variationen. 

Man denke sich daher, was fiir den vorliegenden Zweck hin- 
reichend allgemein ist, eine Variation von M dadurch herbeigefiihrt, 
dass jeder Punkt in der Richtung der Normale der Fliche um die 
Grosse ¢-w(s,s,) verschoben wird, wo w(s,s,) eine stetige differentiir- 
bare Function der beiden Argumente s,s, bedeutet, welche fiir jedes 
den Bereichen 7, 7, angehérende Paar conjugirter Werthe von s und 
s, een reellen Werth hat. 

Unter dieser Voraussetzung ergeben sich, wenn die auf die va- 
riirte Flache sich beziehenden Gréssen zur Unterscheidung mit dar- 
tiber gesetzten Strichen bezeichnet werden, die Gleichungen 


di = dx+ed(w:X), dy = dy+ed(w-Y), d? = dz+ed(w-Z) 
und, wenn zur Abkiirzung das Quadrat der Linge des Linienelementes 


da’?+ dy’?+dz? = A-ds’+ B-ds-ds,+C- ds} 
gesetzt wird, 


af OWN 
A = 2ewh(s) +e =), 


C = 2ewF,(s,) +2 ) 


Ow dw 2p? ) 
> 


B= (1+ 88,) &(s) Gils) +28" 0s OS, (1+ ss,)” 


wo %,(s,) die zu %(s) conjugirte Grésse bezeichnet. 
Setzt man nun 


s= +m, 8, =. b=, 
go erhalt man fiir das Element des Flicheninhalts S den Werth 


dS = \VB’—4AC- dé dy. 
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Hieraus folet, wenn nach Potenzen von « entwickelt wird, 


be ow oO 
dS = (1485, F (8) G(s.) day + Be" a army) ee 


oa rar Fe %(s) (Se) + eG a ee) | aban + (€) 


Wird nun zu der angegebenen Voraussetzung noch die Voraussetzung 
hinzugefiigt, dass die Integrationsbereiche fiir die Flacheninhalte S 


und S itibereinstimmen, so ergibt sich die zweite Variation des 
Flacheninhalts aus der Gleichung 


9 =i i] (<2) + (S)- ager py lee 


Aus dieser Gleichung geht zunichst hervor, dass die zweite 
Variation zwar von der Gestaltung des sphirischen Bildes von 
M abhingt, nach welchem das Gebiet, itiber das die Integration zu 
erstrecken ist, sich richtet, dagegen ganz unabhangig ist von 
der speciellen Wahl der Function @(s), welche die Be- 
sonderheit der analytischen Minimalflache bedingt, von 
welcher M ein Stiick ist. 

Setzt man w gleich einer Constanten, d. h. geht man zu den be- 
nachbarten 4quidistanten Fliachen iiber, so sind die Ableitungen 
von w gleich Null und es ist S—S negativ und zwar gleich dem Pro- 
ducte aus ew’ und der negativen Grésse des sphirischen Bildes 
(curvatura integra) von M, ein Satz, welchen Steiner auf anderem 
Wege bewiesen und nebst daraus zu ziehenden Folgerungen im Jahre 
1840 der Kéniglichen Akademie mitgetheilt hat. (S. Monatsbericht 
vom April 1840 8.118.) Wenn daher die vorgeschriebene Begrenzung 
des Flachenstiickes M von einer Flaiche gebildet wird, welche der 
geometrische Ort der lings der Begrenzungslinie dieses Flachen- 
stiickes construirten Normalen desselben ist, so besitzt das betrach- 
tete Flachenstiick fiir diese Grenzbedingung nicht ein Minimum von 
Flacheninhalt. Aus demselben Grunde tritt auch in dem Falle, in — 
welchem die Begrenzung nur durch Ebenen vorgeschrieben ist, fiir 
die Minimalflachen, welche diese Ebenen iiberall rechtwinklig treffen, 
ein Minimum des Flicheninhalts nicht ein. (Vergl. Monatsbericht vom 
“jtebraide J, 5.123.) *) 


*) Siehe S. 150 dieses Bandes. 
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Wird mit eine reelle Function von & und 7 bezeichnet, welche 
der partiellen Differentialgleichung 


Ops, OF 8y 

oe a On? TAPPiy? r*3i 
geniigt , nebst ihren ersten Ableitungen endlich, stetig und eindeutig 
ist und im Innern des Integrationsbereiches nicht gleich Null wird, 
vorausgesetzt, dass eine solche Function existirt, so gestattet der in 


der Gleichung fiir 6?S unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck 
folgende Umformung: 


oe 7 : We 7 > 
pence on: (+ w ow (2 
6 wp of a He yp oO y ons 


In Folge dieser Umformung zerfallt das Me fiir 0°S 
in zwei wohl zu unterscheidende Theile. 

Der erste derselben ist wieder ein iiber dasselbe Gebiet zu er- 
streckendes Doppelintegral, welches nur dann den Werth Null an- 
nimmt, wenn w = c-yp gesetzt wird, in jedem andern Falle aber 
einen positiven Werth besitzt. 

Der zweite Theil ist ein tiber den Rand des Integrationsgebietes 
za erstreckendes einfaches. Integral, dessen Element, wenn dl ein 


Element der Begrenzungslinie des Integrationsgebietes und e die 
partielle Ableitung von ~ genommen in Bezug auf die Richtung der 


inneren Normale dieser Begrenzungslinie bezeichnet, die Gestalt 


annimmt. 

Den bisherigen Entwickelungen liegt die Voraussetzung zu Grunde, 
dass das Integrationsgebiet fiir den Flacheninhalt der Variation des 
Flichenstiickes M mit demjenigen fiir den Flacheninhalt von M selbst 
tibereinstimmt. 

Diese Voraussetzung ist aber, wenn die Grenzbedingungen, denen 
das Flichenstiick WM gentigen soll, auch eine Flachenbegrenzung ent- 
halten, im Allgemeinen nicht erfiillt, da bei dieser Annahme die 
-Grenzen des Doppelintegrals, durch welches jener Flacheninhalt aus- 
gedriickt ist, im Allgemeinen von ¢ abhingen. Es muss daher fiir 
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diesen Fall zu dem gefundenen Ausdrucke fiir 6’S noch ein Ergan- 
zungsglied hinzugefiigt werden. Wenn dL ein Element der Begren- 
zungslinie von M und R* den Kriimmungsradius des auf diesem 
Elemente senkrechten Normalschnittes der begrenzenden Flache be- 
zeichnet, positiv oder negativ gerechnet, jenachdem der Kriimmungs- 
radius dem Innern von M zu- oder abgewandt ist, so ist dieses Er- 
giinzungsglied das tiber die Begrenzung zu erstreckende Integral 


w w 
pe WL = — | pe (1488, VEO SG): Vas-ds,. 


Es ergibt sich also schliesslich fiir die zweite Variation des 
Flicheninhalts von M folgende Gleichung 


e5- ff(G-E EF aH 


2 1 oP se ae 
—fe meme ' VEORG)) Vas ds, ds,.- 


Wenn nun die Begrenzung von M als fest angenommen wird, so 
sind nur solche Variationen dieses Flachenstiickes in Betracht zu 
ziehen, bei welchen die Begrenzung nicht geindert wird, die Variation 
w also lings des ganzen Randes gleich Null ist. 

Unter dieser Voraussetzung erhalt das in dem Ausdrucke fiir 
0°S vorkommende Randintegral den Werth Null. Es sind dann drei 
Falle zu unterscheiden. 

I. Wenn es eine den angegebenen Bedingungen gentigende 
Function ~ gibt, welche weder im Innern noch auf dem Rande des 
betrachteten Bereiches gleich Null wird, so hat die zweite Variation 
des Flacheninhalts fiir alle in Riicksicht auf die Grenzbedingungen 
zulissigen Variationen einen positiven Werth und es besitzt daher 
das betrachtete Flachenstiick M wirklich ein Minimum von Flichen- 
inhalt. 

Dieser Satz lasst sich dahin erweitern, dass der Schluss auf das 
Eintreten des Minimums auch dann noch gestattet ist, wenn eine den 
tibrigen Bedingungen geniigende Function # bekannt ist, welche zwar 
in einzelnen Punkten oder lings einzelner Theile der Begrenzung des 
Integrationsbereiches gleich Null, fiir das ganze Innere und fiir einen 
Theil des Randes desselben aber von Null verschieden ist. 

Il. Wenn der Bereich 7 so beschaffen ist, dass es eine Function. 
v gibt, welche, ohne im Innern von 7’ den Werth Null anzunehmen, 
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am ganzen Rande dieses Bereiches den Werth Null hat, so ist die 
Untersuchung der zweiten Variation allein nicht hinreichend, um zu 
entscheiden, ob ein Minimum des Flicheninhalts eintritt oder nicht. 
Denn wenn w = yp gesetzt wird, so wird 6?S gleich Null. 

Im Allgemeinen wird in diesem Falle ein Minimum nicht ein- 
treten, weil die dritte Variation 


wel ae dé dy 
eS = —485 a bt : 
4 (8). Pe: ss,)” 


im Allgemeinen einen von Null verschiedenen Werth besitzt. 

III. Wenn es aber miglich ist, die angegebene partielle Diffe- 
rentialgleichung so zu integriren, dass die Function ~ am ganzen 
Rande eines Theiles des Integrationsbereiches gleich Null, im Innern 
dieses Theiles aber von Null verschieden ist, so kann mit Sicherheit 
behauptet werden, dass fiir diesen Bereich ein Minimum nicht 
eintritt, denn es kann in diesem Falle die zweite Variation nicht 
bloss gleich Null werden, sondern auch negative Werthe an- 
nehmen. — 

Es kommt daher alles darauf an, zu untersuchen, welcher der 
drei Satze in einem gegebenen Falle Anwendung findet; fiir diese 
Untersuchung liasst sich imdess eine allgemeine Regel nicht wohl 
aufstellen. 


Da die partielle Differentialgleichung, welcher die Function » 
geniigen muss, durch die Formel 


y = ¥( 4) ee a(s)| 


allgemein integrirt wird, da jeder solchen Function ~ eine der ur- 
spriinglichen Minimalfliche unendlich benachbarte Minimalfliche ent- 
spricht, welche dieselbe lings der Linie, lings welcher » = 0 ist, 
schneidet, und da die Eigenschaft des Minimums fiir jeden Bereich 
gilt, fiir welchen eine solche Function y von Null verschieden bleibt, 
so ergibt sich die vollkommene Analogie der Lisung der hier betrach- 
teten Aufgabe mit der von Jacobi herriihrenden Lisung der ent- 
sprechenden Aufgabe, welche die geodatische Linie auf einer krummen 
Flache betrifft; denn wie in jenem Falle die Schnittpunkte mit un-. 
endlich benachbarten geoditischen Linien, so ergeben in diesem Falle. 
die Schnittlinien mit unendlich benachbarten Minimalflichen die ent-_ 
scheidenden Kriterien. 
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Zur Untersuchung der Eigenschaften der Integrale der partiellen 


Differentialgleichung 


ay , oe Spee 
Of 0y 9 ae 


kann dieselbe Mecthode dienen, welche Riemann in seiner Disser- 
tation zur Untersuchung der Eigenschaften der Integrale der Diffe- 


rentialgleichung 


angewendet hat und welche von Hrn. Heinrich Weber auf den 
Fall der Differentialgleichung 
Ou 
Ox’ 


CU eam Se 


ausgedehnt worden ist. (Math. Annalen von Clebsch und Neumann, 
deel ays es) 

_ Setzt man in der Formel fiir y an die Stelle von G(s) specielle 
Functionen, z. B. s, s(logs+C), s(C,-s’+C,-s~), so erhalt man spe- 
cielle Bereiche, wie die Flache einer Halbkugel, einer Kugelzone, 
eines Sectors einer Kugelzone u. a., lings deren Begrenzung eine 
Function y gleich Null werden kann, ohne im Innern derselben den 
Werth Null anzunehmen. Jedem Theile eines solchen Bereiches 
entspricht nach dem Satze I ein Minimum des Flacheninhalts des 
betreffenden Stiickes einer Minimalfliche. 

Bei der Untersuchung der Kugelzonen gelangt man zu denselben 
transcendenten Gleichungen, auf welche Hr. Lindeléf durch die 
Untersuchung der zweiten Variation des Flacheninhalts von Zonen 
‘der Rotationsflache der Kettenlinie gefiihrt worden ist. (Sur les li- 
mites entre lesquelles le caténoide est une surface minima. Acta soc. 
scient. Fennicae, tom. IX., Helsingfors 1871.) 

Mitunter kann man durch passende Zusammensetzung eine Function 
w bilden, mit deren Hiilfe entschieden werden kann, welcher der drei 
angegebenen Falle fiir ein gegebenes Stiick einer Minimalflaiche eintritt. 

Wenn es sich z. B. darum handelt, zu untersuchen, ob das Flichen- 
stiick, welches durch das in dem Monatsbericht vom April 1865 auf 
§.152 beschriebene Modell II*) veranschaulicht wird, innerhalb des 


*) Siehe S. 4 dieses Bandes und die Figur auf Tafel 2. 
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als fest gedachten die Begrenzung bildenden Zwilfseits ein Minimum 
von Flacheninhalt besitzt, so entspricht bei geeigneter Wahl des 
Coordinatensystems, auf welches dieses Flachenstiick bezogen wird, 
wenn man s = r(cosm+ising) setzt, die Function 

ier y2 247 7+5r? 

— merge caries Sen cos 6p 


w ‘sin 38go+y: 
den Bedingungen des ersten der obigen drei Sitze, vorausgesetzt, 
dass dem Coefficienten y ein positiver Werth von hinreichender Klein- 
heit beigelegt wird. — 


Die entwickelte allgemeine Formel fiir 6?S soll nun zur Beant- 
wortung folgender Frage benutzt werden. 

Unter welchen Bedingungen besitzt der von zwei geraden Strecken 
und von zwei Schraubenlinien begrenzte, einfach zusammenhingende 
Theil der Schraubenfliche x+ytgz¢ = 0, welcher zwischen den 
Ebenen 

2= —oxn = —4H und ¢ = +on = +4H 
und zugleich innerhalb der Cylinderfliche #’+y’ = R? liegt, ein Mi- 
nimum von Flicheninhalt? und zwar 

erstens unter der Voraussetzung, dass die ganze Begrenzung 
desselben als fest betrachtet werden soll, 

zweitens unter der Voraussetzung, dass nur die beiden ge- 
raden Strecken der Begrenzung als fest betrachtet werden, wahrend 
die beiden andern Begrenzungstheile auf der Cylinderfliche variiren 
diirfen. 

Aus den Formeln (D) des Hrn. Weierstrass ergibt sich die 
Schraubenfliche ~+ytgz = 0, wenn man 


g Dok 
GS) sa, 5 = ett 


setzt und die Bedingung stellt, dass die fiinf Variabeln @, g, 2, y, 2 
. gleichzeitig den Werth Null annehmen sollen; das betrachtete Stiick 
der Schraubenflaiche erhalt man, wenn man die Verdanderlichkeit der 
Variabeln @ und @ auf die Gebiete 


—an=paten, —BSe=atB 
beschrankt, wo 6 den Werth log (R+ V1+R?) bezeichnet, also 
R = 4(e°—e*) ist. (eceene 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 11 
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Man setze G(s) = s(s'—s“), wo 2 = 3, zu wihlen ist, so er- 
gibt sich U(e,2) 
oe UG ae 
epee Dy 
wenn 


Uo, 4) = Ale +e) (e8 + e°t)— (CC) (0?) 
gesetzt wird. 

Die Function U geniigt den Gleichungen 

U(-¢,4) = Ue), So 
fiir wachsende positive Werthe von @ nimmt daher diese Function 
bestindig zu, wenn / grésser als 1 ist, dagegen bestindig ab, wenn 
4 kleiner als 1 ist, wihrend dieselbe, wenn 4 gleich 1 ist, den con- 
stanten Werth 4 hat. 

Wird nun erstens die ganze Begrenzung als fest angesehen 
und ist « gleich 4 oder kleiner als 4, d.h. ist die Hohe H des be- 
trachteten Flachenstiickes gleich der Héhe eines halben Schrauben- 
ganges oder kleiner, so nimmt die Function ~ innerhalb des zu be- 
trachtenden Bereiches nur positive Werthe an, und es besitzt daher 
in diesem Falle das betrachtete Flachenstiick fiir jeden Werth von R 
ein Minimum von Flicheninhalt. Dieses ergibt sich tibrigens auch 
daraus, dass das sphirische Bild desselben in diesem Falle ganz auf 
einer Halbkugelfliche Platz findet. 

Ist hingegen a grésser als 4, also 4 = == kleiner als 1, so gibt 
es jedesmal zwei entgegengesetzt gleiche Werthe von @, fiir welche 
U(o,4) gleich Null wird. Es gibt also in diesem Falle eine Grenze 
B,, unterhalb welcher 8, und also auch eine Grenze R,, unterhalb 
welcher & liegen muss, damit auf das betrachtete Flachensttick der 
Satz I Anwendung finde. 

Fiir einige Werthe von « enthalt die folgende kleine Tabelle die 
zugehdrenden Grenzwerthe fiir R und fiir das Verhiltniss des. Cy- 
linderdurchmessers zur Héhe eines Schraubenganges. 


= (#—1)(e* —E* (eo +e%); 


o A= I Rh, Ry: % 
+ 1 co oO 

4 5 2  0,63662 
1 i V3 0,56133 
3 $ [+(V3+1)}? |  0,50820 
oo 0 


1,50888 0,48029 


des Flacheninhalts von Minimalflichenstiicken. 163 


Wenn nidmlich « von £ bis +00 wichst, so nimmt die elnzige 
positive Wurzel 6, der Gleichung U(p,,4) = 0 bestindig ab und 
zwar bis zu einem Werthe 6 = 1,1996786---, welcher der Gleichung 

(’+e°)—b(e’—e*) = 0 
_gentigt; diesem Werthe entspricht R, = 1,50888. 

Aus der vorangegangenen Untersuchung folgt also: 

Das betrachtete Stiick der Schraubenfliche besitzt innerhalb 
seiner Begrenzung ein Minimum des Fliacheninhalts, wenn U(6, sc) 
positiv ist. 

In dem Grenzfalle U( B, I = 0 ergibt sichfir w= yp» 0° S=0, 
O'S = 0. Die Entscheidung der Frage, ob in diesem Falle ein Mi- 
nimum eintritt oder nicht, erfordert~ daher die Priifung der vierten 
Variation fiir die Annahme w — y. 

Ist U(£, =) negativ, so besitzt das betrachtete Flachen- 
stiick innerhalb seiner Begrenzung nicht ein Minimum yon Fliachen- 
inhalt. — 

Wenn zweitens nur die beiden geraden Strecken der Be- 
grenzung als fest angesehen werden, wihrend die beiden andern Be- 
grenzungstheile auf der Cylinderfliche 2?+y? = R? variiren diirfen, 
so ist die Variation w nur fiir gp = tam, nicht aber fir 9 = +8 
gleich Null zu setzen. Die Bedingung, dass U(B, 32) positiv sei, ist — 
in diesem Falle fiir das Eintreten des Minimums zwar nothwendig, 
aber nicht hinreichend. 

Es ergeben sich folgende Gleichungen: 


R*¥ = AR. (e? 6%)? = a(e?— Pyehpe*), 


( lie Ow peels: Vs) $,(8, )) Vas: ds, oe 


y ap + 
peered eloy: a rage 


efter U(AB i) 
As a * dg, 
tug) Ua 


8 f SNE BSF BI te 


e+e? UAB, +) ay a 
cee U(B, a us ew (B; p) + w*( B; p) | dg. 


1 ie 
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Setzt man nun 4 = a und w = w, go ist 6°S positiv, gleich 


Null, oder negativ , jenachdem U(£, Dec) negativ, gleich Null, oder 


positiv ist. Umgekehrt: das betrachtete Stiick der Schraubenflache 


besitzt ein Minimum von Flacheninhalt, wenn U (£, 2cr) negativ ist. 


In dem Grenzfalle U(£, 2a) = 0 ist, da fiir die Annahme 
w = yw auch 6°S gleich Null wird, die Untersuchung der vierten 
Variation erforderlich, um zu entscheiden, ob ein Minimum eintritt 
oder nicht. 

Wenn «@ gleich 4 oder grésser als 4 ist, so-ist die Function 
U(£, 2a) fiir jeden reellen Werth von £ positiv; mit anderen 
Worten: ist die Hohe A des betrachteten Flachenstiickes gleich der 
Hohe eines halben Schraubenganges oder grésser, so besitzt dasselbe 
unter den angegebenen Grenzbedingungen nicht ein Minimum von 
Flacheninhalt. 

Hieraus folgt, dass die in dem Monatsbericht vom Januar d. J. 
auf 8.9 angegebenen Schraubenflichen*), sobald der ganzen Zahl n 
ein von 0 und —1 verschiedener Werth beigelegt wird, unter den 
daselbst angegebenen Grenzbedingungen ein Minimum yon Flachen- 
inhalt nicht besitzen. 

Ist hingegen o kleiner als 4, mithin 4 = 3- grisser als 1, dh. 
enthalt das betrachtete Flachenstiick weniger als einen halben Schrauben- 
gang, so nimmt die Function U(d, +) fiir wachsende positive Werthe 
von # bestiandig ab und wird, sobald 6 einen gewissen Werth £! iiber- 
schritten hat, negativ. Wenn daher R grésser ist als ein durch 
die Gleichungen 


ae 2a) = 0, $(c—e%) = Ry 


von « abhangender Grenzwerth R/, welcher nebst dem Verhiltnisse 
H:2h; fiir einige Werthe von « aus der Tabelle: 


*) Siehe S. 132 dieses Bandes. 
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a | «360° | pen op | H:2R! 
4 180° 1 6 0 
e 290 
1 0 3 1 fee = 
4 120 3 1 VB — 0,93664 
} 90° 2 4v2 1072 
Ra MA 
BVV8—1 3Vv3—1 
0 0° FE SADA. 5 
< : 3. 1,1996786 — 130985 


entnommen werden kann, so besitzt das betrachtete Flachenstiick ein 
Minimum yon Flacheninhalt. 

Aus der vorstehenden Tabelle ergibt sich, dass die auf S. 9 des 
Monatsberichts vom Januar d. J.*) angegebenen Schraubenflichen, 
fiir welche, wenn 2n+1 = +1 gesetzt wird, die hier mit « bezeich- 
nete Grosse den Werth 4 hat, unter den daselbst angegebenen Grenz- 
bedingungen ein Minimum des Flacheninhalts besitzen, wenn R grésser 
als $2 ist, dass dieses aber nicht der Fall ist, wenn # kleiner als 
$2 ist. 

Wenn man an die Stelle von x,y, 2, R beziehlich Ata’, ay’, 
A* 2, AR’ setzt und hierauf zur Grenze 4 = oo iibergeht, so tritt 
an die Stelle des betrachteten Stiickes der Schraubenfliche die Flache 
eines ebenen Rechteckes 


=> 12 ip se 2 
Sean ce th Pe (ee) 


Die beiden Seiten x’ = 0, 2’ = 41m dieses Rechteckes werden als 
fest betrachtet, die beiden andern Theile der Begrenzungslinie diirfen 
auf der Cylinderfliche 7?+y” = R” variiren. 

Ist R’ grésser als die positive Wurzel der Gleichung 


(?+e6°)—b(e’—e") = 0, 


also grésser als 6 = 1,1996786:--, so besitzt jenes ebene Flachen- 
stiick ein Minimum von Flacheninhalt, ist dagegen R’ kleiner als diese 
Wurzel, so gibt es benachbarte, denselben Grenzbedingungen gentigende 


*) Siehe 8. 132 dieses Bandes. 
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Flachenstiicke, welche einen noch kleineren Flacheninhalt als jenes 
Rechteck haben. 

Dieses Resultat kann man auch auf anderem Wege direct her- 
leiten, indem man an die Stelle der Ebene x = 0 eine die beiden 
Geraden xv’ = 0, 2 = tim enthaltende Fliche wv’ = e-w(y’, 2’) 
setzt, eine Formel fiir den Flacheninhalt des von den beiden Geraden 
und von der Cylinderfliche «+y? = R” begrenzten Stiickes dieser 
Fliche aufstellt und diesen Ausdruck nach Potenzen von ¢ entwickelt. 
An die Stelle der Function # in den bisherigen Entwickelungen tritt 
die Function 


y= Re ECT) = (e+ 6") cose’. 


Setzt man R’ = b und w = Y’, so ergeben sich die Gleichungen 
oS = 0, &S = 0, wihrend 6*S einen negativen Werth erhialt. 
In diesem Falle tritt also auch an der Grenze ein Minimum des 
Flacheninhalts nicht ein. — 

Die gewonnenen Untersuchungsergebnisse sind einer interessanten 
Veranschaulichung fahig. 

Wenn man auf experimentellem Wege mittelst der Plateau- 
schen Glycerinseifenfliissigkeit und geeigneter Vorrichtungen eine 
Seifenwasserlamelle herstellt, welche einem den in Betracht gezogenen 
Grenzbedingungen geniigenden Stiicke einer Minimalflaiche entspricht, 
so wird diese Lamelle sich nur dann im Zustande der Stabilitat be- 
finden, wenn das betrachtete Flachenstiick im mathematischen Sinne 
unter Voraussetzung jener Grenzbedingungen wirklich ein Minimum 
von Flacheninhalt besitzt. Wenn es daher irgendwie gelungen ist, 
durch eine Seifenwasserlamelle fiir einen Moment ein Minimalflichen- 
stiick zu realisiren, welchem ein Minimum des Fliacheninhalts nicht 
zukommt, so wird sich dieser Umstand dadurch zu erkennen geben, - 
dass jene Lamelle in der Lage, in welcher sie sich in jenem Momente 
befindet, nicht zur Ruhe gelangt, sondern sich von derselben allmahlig 
immer mehr entfernt, bis sie eine von der urspriinglichen Gestalt 
vielleicht sehr verschiedene stabile Gleichgewichtsgestalt erlangt hat. 

Ist hierbei die Vorrichtung, welche die Seifenwasserlamelle den 
Grenzbedingungen anpasst, so beschaffen, dass ein Theil derselben 
beweglich ist, entsprechend einem in den Grenzbedingungen enthal- 
tenen Parameter, so lasst sich die Grenze, bei welcher die Stabilitiit 
aufhért, auf experimentellem Wege ermitteln. Fiir den Fall einer 
Zone der durch Rotation einer Kettenlinie um ihre Directrix entste- 
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henden Flache hat bekanntlich Hr. Plateau eine solche Unter- 
suchung wirklich ausgefiihrt. (Sur les figures d’équilibre d’une masse 
liquide sans pesanteur. Vme Série. § 2, 3, 11, 15. VIIme Série. 
§ 21, 22. Xme Série, §-29. Wegen allgemeiner hierher gehérender 
Bemerkungen vgl. XIme Série § 33, 34. Mémoires de 1’Académie 
royale de Belgique. T. XXXITI—XXXVII. 1860—68.) Durch Ver- 
gleichung mit dem theoretischen Ergebnisse erhilt man ein Urtheil 
tiber das Mass der grésseren oder geringeren Genauigkeit, mit der es 
gelungen ist, den mathematischen Bedingungen durch das Experiment 
za entsprechen. 

Bei den Experimenten, welche ich angestellt habe, entspricht der 
Cylinderfliche «°+y? = Rf ein Glascylinder, die beiden geraden 
Strecken der Begrenzung werden durch zwei Drihte von der Lange 
des inneren Cylinderdurchmessers vertreten, welche durch passende 
Fiihrungen in einer zur Cylinderflache senkrechten Lage erhalten 
werden. Wird der Apparat in die Fliissigkeit getaucht und wieder 
herausgezogen, so zeigen sich bei Anwendung geeigneter Vorsichts- 
massregeln die beiden Drahte durch eine die innere Cylinderwandung 
rechtwinklig treffende Lamelle mit eimander verbunden, welche die 
Gestalt der Flaiche eines ebenen Rechteckes oder eines Theiles einer 
‘Schraubenfliche besitzt, jenachdem die beiden Drihte parallel einge- 
stellt sind oder nicht. Durch Aenderung des Abstandes der beiden 
Drahte und des Winkels, den dieselben mit einander bilden, kénnen 
dem Verhaltnisse H:2R und der Groésse w verschiedene Werthe bei- 
gelegt werden. Wenn die Stabilititsgrenze tiberschritten wird, so 
degenerirt die erwahnte Lamelle in zwei ebene halbkreisformige La- 
mellen, welche je einen der beiden Drihte mit der inneren Cylinder- 
wandung verbinden. Sowohl wenn a@ gleich 0, als auch wenn « gleich 
1 gesetzt wurde, ergab sich zwischen den auf experimentellem Wege 
bestimmten Stabilititsgrenzen fiir das Verhiltniss H:2R und den 
theoretischen Werthen der obigen Tabelle eine befriedigende Ueber- 
einstimmung; genaucre Messungen anzustellen muss ich Physikern tiber- 


lassen. 
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Zuerst im XIX. Jahrgange der Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zirich, 
§. 248-271, verdéffentlicht. Hin zweiter, einige Aenderungen enthaltender Abdruck erschien im 
80. Bande des Journals fiir reine und angewandte Mathematik, S. 280—300. 


Die Variationsrechnung zeigt, dass dasjenige Flachenstiick, welches 
unter allen von derselben Randlinie begrenzten Flachenstiicken még- 
lichst kleinen Flaicheninhalt hat, in jedem seiner Punkte gleich grosse 
und entgegengesetzt gerichtete Hauptkriimmungsradien besitzen muss. 
Da nun auch umgekehrt allen Flachen, deren mittlere Kriimmung in 
jedem ihrer Punkte gleich Null ist, die Eigenschaft zukommt, dass 
sich Stiicke derselben abgrenzen lassen, welche unter allen je von 
denselben Randlinien begrenzten Flachenstiicken den kleinsten Flachen- 
inhalt besitzen, so werden die in Rede stehenden Flachen iiberhaupt 
Flachen kleinsten Flacheninhalts oder kurz Minimalflichen ge- 
nannt. Die Titel einer grossen Anzahl von Abhandlungen, welche 
sich auf diese Fliichen beziehen, findet man, zumeist mit einer mehr 
oder weniger ausfiihrlichen Inhaltsangabe in den Einleitungen der 
beiden Schriften : 

, Ueber die Flache vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begren- 

zung.“ Eine Abhandlung von Bernhard Riemann. Bear- 

beitet von K. Hattendorff. 18. Bd. der Abhandlungen der 

Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 1867. 

,Sulle proprieta generali delle superficie d’area minima.“ Mem. 

del prof. E. Beltrami. Memorie dell’ Accademia delle Scienze 

dell’ Istituto di Bologna. Serie 2. Tomo VII. 1868. 
und in den beiden Werken: 

Todhunter, History of the Progress of the Calculus of Va- 

riations, Cambridge and London, 1861. 
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J. Plateau, Statique expérimentale et théorique des Liquides, 

Gand et Leipzig, 1873. 
angefiihrt, auf welche hier verwiesen wird. 

Der Umstand, dass die Bedingung fiir das Eintreten des stabilen 
Gleichgewichtszustandes einer fliissigen Lamelle, auf welche dussere 
Krafte nur lings des Randes einwirken, iibereinstimmt mit der Be- 
dingung, dass diese Lamelle innerhalb der Begrenzung, an welcher 
sie adharirt, ein Minimum von Oberfliche besitze, ist von Herrn 
Plateau mit gliicklichstem Erfolge dazu benutzt worden, um Stiicke 
von Minimalflachen, deren Begrenzung in mannigfaltiger Weise vor- 
geschrieben werden kann, auf physikalischem Wege zur Anschauung 
zu bringen. Die grosse Vergiinglichkeit der aus gewéhnlichem Seifen- 
wasser gebildeten Lamellen legte den Wunsch nahe, zu dem angege- 
benen Zwecke eine Fliissigkeit benutzen zu kénnen, deren Lamellen 
langere Zeit andauern. Dieser Forderung entspricht in hohem Grade 
eine Fliissigkeit, welche Herr Plateau bereiten gelehrt hat und 
welche unter dem Namen des Plateauschen Glycerinseifenwassers 
bekannt ist; mittelst desselben gelingt es auf die einfachste Weise, 
Stiicke von Minimalflaichen durch fliissige Lamellen zur Anschauung 
zu bringen, welche unter giinstigen Umstiinden stundenlang andauern, 

Besonderen Anspruch auf Dank hat Herr Plateau sich neuer- 
dings auch dadurch erworben, dass derselbe seine zahlreichen Unter- 
suchungen iiber den Gleichgewichtszustand der Fliissigkeiten, die 
Friichte jahrelanger vom schénsten Erfolge gekrénter Forschungen, in 
Verbindung mit einer eingehenden Wiirdigung der einschligigen Ar- 
beiten anderer Physiker und Mathematiker, gesammelt in zwei Banden 
unter dem oben angefiihrten Titel, allen denen leicht zugiinglich ge- 
macht hat, welche nicht die Gelegenheit haben, diese inhaltreichen 
Abhandlungen aus den Schriften der belgischen Akademie, in welchen 
sie zuerst verdffentlicht worden sind, kennen zu lernen. 

Die Mittheilung der vorliegenden Miscellen geht aus dem Wunsche 
hervor, zur Verbreitung des Interesses fiir die in so mannigfacher 
Beziehung merkwiirdigen Minimalflichen etwas beizutragen. Herr 
W. Fiedler erwies dem Verfasser die Ehre, der jiingst erschienenen 
zweiten Auflage der deutschen Ausgabe der Analytischen Geometrie 
des Raumes von George Salmon einen Auszug aus dem Folgenden 
als Anhang beizugeben. 

Lis 
Einen wichtigen Schritt zur Erforschung geometrischer Eigen- 
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schaften der Minimalflachen that Herr Ossian Bonnet (siehe dessen 
Abhandlung: Liouvilles Journal, 2. Série, Tome V. p. 221—252, 1860), 
indem derselbe die bekannte durch parallele Normalen vermittelte 
Beziehung der Punkte einer krummen Fliche zu den Punkten einer 
Kugelfliche vom Radius 1 der Untersuchung der Minimalflaichen zu 
Grunde legte. Es ergab sich hierbei (1. c. p. 227, Formel 53) das 
folgenreiche Resultat, dass das Quadrat des Linienelementes einer 
Minimalfliche an jeder Stelle dem Quadrate des entsprechenden Linien- 
elementes der Kugelflache proportional ist. Herr Ossian Bonnet 
zog hieraus den Schluss, dass die den Meridianen und Parallelkreisen 
der Kugelflaiche entsprechenden Linien einer Minimalflache sich nicht 
nur stets rechtwinklig schneiden, wie bereits Herr Minding im 
Jahre 1849 gefunden hatte (Journal fiir Mathematik, Bd. 44, S. 70), 
sondern dass dieselben, was noch mehr besagt, ein System sogenannter 
isometrischer Linien pilden, d.h. solcher Linien, welche die Fliche in 
unendlich kleine Quadrate zu theilen vermégen, — und dass tiberhaupt 
jedem Systeme von isometrischen Linien auf der Kugelfléche ein 
System isometrischer Linien auf der Minimalfliiche entspricht. Nun 
ist aber mit jedem Curvensystem auf einer Fliche, welches dieselbe 
in unendlich kleine Quadrate zu theilen vermag (vergl. Liouvilles 
Journal, Tome XII. p. 294, 1847), eine conforme Abbildung dieser 
Flache auf eine Ebene verbunden, bei welcher jeder von den beiden 
das Curvensystem bildenden Schaaren von Curven auf der Flache 
eine Schaar paralleler Geraden in der Ebene entspricht. Mit Riick- 
sicht auf die Gaussische Auflésung der Aufgabe: die Theile einer 
gegebenen Fliache auf einer anderen gegebenen Fliche conform, d. h. 
in den ‘kleinsten Theilen a&hnlich, abzubilden, enthilt daher die von 
Herrn Ossian Bonnet gegebene Formel nicht allein den Satz, dass 
bei der durch parallele Normalen vermittelten Zuordnung der Punkte 
einer Minimalflache und einer Kugelfliche entsprechende Linienele- 
mente an jeder Stelle einander proportional sind, sondern auch den 
Satz, dass durch die erwihnte Zuordnung jede der beiden Flachen 
auf die andere conform abgebildet wird. Denn nach dem Ergebnisse 
der Gaussischen Untersuchung sind diese beiden Satze vollkommen 
aquivalent und jeder derselben ist eine unmittelbare Folge des Satzes, 
welcher in der erwaéhnten Ossian Bonnetschen Formel seinen ana- 
lytischen Ausdruck findet. 

Man kann den angefiihrten und einige andere allgemeine Satze, 
welche Minimalflichen betreffen, auf einfache Weise ableiten, indem 
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man die unabhingigen Variablen p, q, als deren Functionen die recht- 
winkligen Coordinaten 2, y, ¢ eines Punktes der Minimalfliche be- 
trachtet werden, so wihlt, dass die Curven p = const. mit der einen, 
die Curven g = const.’ mit der anderen Schaar der Kriimmungslinien 
der Flaiche zusammenfallen. Bezeichnen X, Y, Z die Cosinus der 
Winkel, welche diejenige Richtung der Normale der Minimalfliche in 
dem Punkte x, y, ¢ mit den Coordinatenaxen bildet, welche mit der 
Richtung des der Kriimmungslinie p = const. angehérenden Haupt- 
kriimmungsradius @ der Fliche in diesem Punkte zusammenfallt, so 
erhalt man in Folge des Parallelismus des Elementes einer Kriimmungs- 
linie und seines sphirischen Bildes und des bekannten Verhiltnisses 
der Liingen beider (vergl. einen Aufsatz von Rodrigues, Correspon- 
dance sur I’Kcole polytechnique, vol. III. p. 162, 1815, und einen Auf- 
satz des Herrn Weingarten, Journal fiir Mathematik, Bd. 62, 
S. 160—165, 1862) 
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so ist wegen der Orthogonalitat der Curven p = const. und g = const. 
F = 0, und man erhaélt, wenn dl die Linge eines Linienelementes 


sof I 


Gr, 


der Minimalflache, dZ die Linge des entsprechenden Linienelementes 
der Kugelfliche X°+Y°+Z°? = 1 bezeichnet., 


= (de)*+ (dy)+ (det = 0 Edp'+ Gay’) = 
= o'[(@X+(@Yy+(aZ)] = oad. 


Diese Gleichung sagt aus, dass bei der durch parallele Normalen 
vermittelten Beziehung der Punkte einer Minimalflache zu den Punkten 
einer Kugelfliiche vom Radius 1 die erstere auf die letztere conform 
abgebildet wird und dass hierbei die lineare Vergrésserung an jeder 
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einzelnen Stelle dem reciproken Werthe des Hauptkriimmungsradius 
gleich ist. Weil die Ausdriicke fiir dx, dy, de vollstindige Differen- 
tiale sein mtissen, so miissen dieselben der bekannten Integrabilitéts- 
bedingung geniigen. Stellt man diese Bedingung fiir die drei Aus- 
driicke auf, so erhalt man mit leichter Miihe die Gleichungen 


6) 6) 
ay = 0, pe = 0. 


Hieraus folgt, dass gH eine Function von p allein, eG eine Function 
von q allein ist. Fihrt man daher mittelst der Gleichungen 


dp, =\VoE-dp, dq, = VoG-dq 


zwei neue Variable ein und wahlt diese zu unabhingigen Variablen, 
bezeichnet dieselben auch der Einfachheit halber wieder mit p, q, so 
hat man zu setzen 


1 


B= G=-, a = o(dp'+dq), at = aia 


Q 

Hieraus ergibt sich der von Herrn Ossian Bonnet zuerst ausge- 
sprochene Satz (Comptes rendus 1853, Tome 37. p. 532), dass eine 
Minimalflaéche durch ihre beiden Schaaren von Kriimmungslinien in 
unendlich kleine Quadrate getheilt werden kann, oder mit anderen 
Worten: Jede Minimalflache kann in der Art auf eine Ebene conform 
abgebildet werden, dass den beiden Schaaren Kriimmungslinien zwei 
Schaaren von parallelen Geraden (p = const., ¢ = const.) entsprechen, 
und zwar ist das Vergrésserungsverhiltniss bei dieser Abbildung der 
Quadratwurzel aus der Linge des Hauptkriimmungsradius in dem be- 
trachteten Punkte der Minimalflache umgekehrt proportional. Bei 
dieser Abbildung entspricht zugleich jeder Asymptotenlinie der Mini- 
malflache, welche die Schaar der Kriimmungslinien unter 45° schneidet, 
und tiberhaupt jeder isogonalen Trajectorie der Kriimmungslinien eine 
gerade Linie. Man kann den obigen Satz auch aussprechen wie folgt: 
Der Abstand zweier unendlich benachbarten Kriimmungslinien einer 
Minimalflache ist tiberall der Quadratwurzel aus dem Hauptkriimmungs- 
radius der Minimalfliche direct proportional. 


ABE 


Fiihrt man nun mit Herrn Weierstrass (Monatsberichte der 
Berliner Akademie 1866, 8S. 618) die complexen Griégsen- 
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X+Yi as 


7 eee OZ i) 


als neue Variable ein, .von welchen die erste durch einen Punkt der 
XY-Ebene geometrisch dargestellt wird, welcher bei der stereographi- 
schen Projection der Kugelfliche vom Punkte X=0, Y=0, Z=1 
aus auf die Aequatorebene Z = 0 dem Punkte X, Y, Z der Kugel 
entspricht, so erhalt man 


s+s, eee, Ree! 
~ gs,+l’ ie eek: 88-1? 
4ds-ds dp’ + dq’ 
2 2 oa ae ee an 
(dX)+(dY)+(dZ) = Gen arr 


Da nun ds-ds, das Quadrat der Linge des Linienelementes in der 
Ebene bedeutet, deren Punkte die complexe Grosse s geometrisch dar- 
stellen, und da die Linge dieses Linienelementes der Linge des 
Linienelementes in der Ebene der complexen Grésse p+ qi propor- 
tional ist, wie die vorstehende Gleichung lehrt, so ist jede der beiden 
Ebenen eine conforme Abbildung der anderen, also ist die complexe 
Grisse s entweder eine Function des complexen Argumentes 6 = p+ qi, 
oder des complexen Argumentes 6, = p—qi. Man kann also, indem 
man nothigenfalls q mit —q vertauscht, allgemein 


Siar (6), Ort eae f,(6,) 


setzen, wo f und f, zwei conjugirte analytische Functionen bezeichnen. 
Driickt man alle iibrigen Gréssen durch die Gréssen s, s,, 6, 6, aus, 
so erhalt man 


= GOte) aap 
dt =x = (1+ ss,). oe Te) ads, 
dg = 5 ls) ial ds +5 (1st) (as, 
ay = Eats) (32) as— G58) (SE) as, 
leon aan 


(Vergl. die Abhandlung des Herrn Enneper, Zeitschrift fiir Mathe- 
matik 1864, Band IX, S. 107.) Betrachtet man nun s und s, als un- 
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abhiingige Variable, wihrend §(s) eine Function von s_bezeichnet, 


welche durch die Gleichung 


bestimmt ist, so ergibt sich, wenn der vorgesetzte Buchstabe Rt be- 
deutet, dass der reelle Theil der nachfolgenden complexen Grosse 
genommen werden soll (vergl. Monatsberichte 1866, 5. 619), 


x 


Hf U-s)BO)as, 


s 
y= Rf i+s) SOAs, 


So 


$ 
— Hf 2s % (s) ds , 


dl? = da’?+dy’+dz’ = (1+585,)’% (8) §(S,) ds: ds, , 


0 = 4(1+ss, 2 VF(s)-3,(s,), wo %,(s,) die zu %(s) conjugirte com- 
plexe Grésse bezeichnet. Zu jeder Function (s) des complexen Ar- 
gumentes s gehért in Folge dieser Formeln eine Minimalflache und © 
zwar ist diese Fliche, wie Herr Weierstrass nachgewiesen hat 
(a. a. O. S. 621), stets dann und nur dann eine algebraische Fliche, 
wenn die Function %(s) die dritte Ableitung einer algebraischen 
Function von s ist. 

Weil die Gleichungen fiir dx, dy, dz in Bezug auf die Function 
%(s) linear sind, so erhilt man, wenn man nach der Reihe fiir §(s) 
setzt ,(s), 9,(s), 9,(s)+9,(s), folgenden allgemeinen Satz: Ordnet 
man die Punkte zweier Minimalflaichen F', und F, in der Weise ein- 
ander zu, dass die Normalen beider Flachen in entsprechenden Punkten 
einander parallel sind, und construirt zu jedem Paare entsprechender 
Punkte von F’, und fF, einen dritten Punkt, dessen Coordinaten be- 
ziigich die Summen der gleichnamigen Coordinaten der beiden ent- 
sprechenden Punkte sind, so beschreibt auch dieser dritte Punkt eine 
Minimalfliche und die Tangentialebenen in entsprechenden Punkten 
der drei Minimalflichen sind einander parallel. Dieser Satz wurde 
im Jahre 1865 von Herrn Weierstrass den damaligen Mitgliedern 
des an der Berliner Universitit bestehenden mathematischen Seminars 
mitgetheilt. Dass bei der angegebenen Construction jede der drei 
Minimalflichen auf die beiden anderen conform abgebildet wird, ergibt 
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sich sowohl aus der Proportionalitét der Lingen - entsprechender 
Linienelemente der drei Flachen, als auch daraus, dass jede derselben 
durch parallele Normalen auf die Kugelflache conform abgebildet wird. 


Mil. 


Ersetzt man die Function §(s) durch e%(s), wo @ eine reelle 
Grosse ist, und dem entsprechend §,(s,) durch e-°$,(s,), so erhilt 
man, da die Linge des Linienelementes der Minimalfliche hierbei 
nicht geandert wird, eine Biegungsflache der vorigen Fliche, 
welche wieder eine Minimalfliiche ist.*). Hierbei entsprechen die Kriim- 
mungslinien der Biegungsfliche einer Schaar von Curven, welche die 
Kriimmungslinien der urspriinglichen Flache unter dem Winkel 4« 
schneiden, denn es geht do in e?“de iiber. Die reelle Grosse a kann 
als ein variabler Parameter aufgefasst werden: Es ist also méglich, 
Theile einer Minimalfliche auf stetige Weise mit einem variablen Pa- 
rameter so zu biegen, dass dieselben wihrend der Biegung bestandig 
Minimalflichen bleiben. Jede Schaar von Curven, welche die Kriim- 
mungslinien der urspriinglichen Flache unter demselben constanten 
Winkel schneiden, wird bei dieser Biegung einmal zu einer Schaar 
von Kriimmungslinien. Auch gilt der Satz, dass die bei der Multi- 
plication von %(s) mit e“ entstehenden Biegungen einer Minimalflache 
die einzigen Biegungen derselben sind, bei welchen sie die Eigenschaft, 
Minimalfliche zu sein, beibehalt. 

Denkt man sich wihrend der Biegung, indem man o@ als variabel 
betrachtet, einen Punkt des gebogenen Flachentheiles festgehalten, 
was durch passende Verfiigung tiber die durch die Integration einge- 
fiihrten Constanten erreicht wird, so geht die Biegung den obigen 
Formeln zufolge in der Art vor sich, dass die Tangentialebenen in 
allen entsprechenden Punkten parallel sind und dass die Tangenten 
je zweier entsprechenden Linienclemente mit einander den Winkel « 
einschliessen. Jeder Punkt des Minimalflichenstiickes beschreibt 
wihrend der Biegung eine Ellipse, deren Mittelpunkt der festgehaltene 
Punkt ist. 

Einen speciellen Fall dieser Biegung, welcher dem Werthe 
« = +42 entspricht, kennt man durch eine kurze Mittheilung des 
Herrn Ossian Bonnet seit dem Jahre 1853 (Comptes rendus Tome 37. 
p. 582). Bezeichnen x, 9, 3 die Coordinaten des dem Punkte a, y, 4 


*) Siehe S. 119 dieses Bandes. 
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unter der Voraussetzung « — —4z nach der Biegung entsprechenden 


Punktes, so erhalt man einerseits die Gleichungen 
dy = —R[(1—s*) iF (9) ds], 
dy = +¥#[(1+s’) §(s) as], 
dj = —R[2s7H (s)ds], 
andererseits ergeben sich aus den Gleichungen 
dy? + dy?+ dz” = da’+ dy’+ dz’, 
dy da + dydy+dz3dze = 0, 
Xdy + Ydy+ Za; = O 
bei richtiger Bestimmung des Vorzeichens folgende Ausdriicke 


dy = Zdy—Yde, dy = Xde—Zdz, & = Yde —Xdy. 


| 


Hierbei erhilt man beiliufig den Satz, dass die auf der rechten Seite 
der vorstehenden Gleichungen stehenden Ausdriicke vollstindige Diffe- 
rentiale sind, was einer bekannten Form der partiellen Differential- 
gleichung der Minimalflachen entspricht. (Lagrange, Oeuvres com- 
pletes Tome I. p. 356.) 

Ueber den allgemeineren Fall der Biegung einer Minimalflache 
unter der Bedingung, dass sie die Eigenschaft behalt, Minimalflache 
zu sein, vergleiche man Ossian Bonnet, Journal de l’Kcole poly- 
technique, Cah. 42, (1860) 1867 p. 7—15 und die Monographie: ,,Ueber 
Raumeurven und Flachen“ von K. Peterson, Leipzig bei Franz 
Wagner, 1868, S. 66 und 72. 


IV. 


Bezeichnet man die drei Gréssen 


L+¢0 = [-d-s)%G)as, 


y+yi = [i+s)FOds, 


So 
s 

e+30 =f 28% (s) ds 
So 


beziehlich mit U, V, W und fiihrt statt s irgend eine Function ¢ von 
s als neue unabhingige Variable ein, so erhélt man folgenden Satz: 
Sind U, V, W im Sinne der neueren Functionentheorie drei Functionen 
derselben complexen Grisse ¢, welche die Eigenschaft besitzen, dass 
die Summe der Quadrate ihrer Ableitungen 
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So alee 


identisch gleich Null ist, so stellen die Gleichungen 
=U, y=RV, = RW, 


wenn 2, y, & rechtwinklige Punktcoordinaten bezeichnen und der Buch- 
stabe Jt die oben erklirte Bedeutung hat, in allgemeinster Weise eine 
Minimalflache dar. Diese Gleichungen stehen iibrigens mit den von 
Monge (Application de l’Analyse & la Géométrie, édition de M. 
Liouville p. 219 et 220) gegebenen auf derselben Stufe. 

Werden die drei complexen Grissen U, V, W in drei Ebenen 
durch Punkte geometrisch dargestellt, so ergeben sich drei conforme 
Abbildungen der betrachteten Minimalfliche auf diese drei Ebenen. 
Da nun den Curven, in welchen die Minimalflache von der Ebenen- 
schaar ¢ = const. geschnitten wird, in der Ebene der complexen 
Grésse W eine Schaar von parallelen Geraden entspricht, welche 
die in dieser Ebene liegende Axe des Reellen rechtwinklig schneiden, 
so bilden die Curven z = const. (Niveaucurven) nebst ihren ortho- 
gonalen Trajectorien, den Curven des stirksten Falles, ein isometri- 
sches Curvensystem auf der Flaiche. Dieser Satz gilt unverdndert fiir 
alle Curven, in welchen eine Minimalfliche von irgend einer- Schaar 
yon parallelen Ebenen geschnitten wird, und deren orthogonale Tra- 
jectorien. 

Bezeichnet man die zu den Gréssen U, V, W conjugirten com- 
plexen Gréssen mit U,, V,, W,, so ergibt sich 


dP = dx?+dy'+de = 4(dU-dU,+aV-dV,+dW-dW,). 


Man verdankt Riemann eine interessante geometrische Inter- 
pretation dieses Satzes. (S. Art. 7 der oben erwihnten Abhandlung. ) 
Nach der obigen Formel ist zunichst das Quadrat der Linge des 
Linienelementes der Minimalfliche gleich der halben Summe der Qua- 
drate der Lingen der entsprechenden Linienelemente in den Ebenen 
der complexen Gréssen U, V, W. Da nun die Linearvergrésserung 
bei der conformen Abbildung in irgend einem Punkte nach allen Rich- 
tungen dieselbe ist, so ist die Flaichenvergrésserung gleich dem Qua- 
drate der Linearvergrésserung. Also ist das Flachenelement 
der Minimalflache gleich der halben Summe der ent- 
sprechenden Flachenelemente in den Ebenen der com- 
12 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 
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plexen Gréssen U, V, W, und dasselbe gilt von ganzen 
Flachentheilen der Minimalflaiche und deren conformen 
Abbildungen in den Ebenen derGriéssen U, V, W. Werden 
nun die Flachenelemente in diesen Ebenen beziehungsweise durch 
dx-dy, dy-dy, de-ds bezeichnet (wobei zu bemerken ist, dass diese 
Producte in Folge der soeben getroffenen Festsetzung nicht mehr die- 
selbe Bedeutung haben, wie vorher), so wird durch den angegebenen 
Satz die Berechnung des Flacheninhalts eines gegebenen Stiickes MZ 
einer Minimalfliiche auf die Berechnung des Integrales 


bf | (de-de+dy-dy + de- ds) 


zuriickgefiihrt. (Man vergl. die Formel 5 des Art. 6 der citirten Ab- 
handlung.) 

Dieses Doppelintegral geht aber, wenn die Integration in Bezug 
auf x, y, 2 ausgefiihrt wird, in das tiber die Begrenzung von M zu 
erstreckende einfache Integral 


4 f (eds + yay +eds) 
itiber, welchem man auch die Gestalt 
Xe eed 
4 x, Y) a | 
dz, dy, dz | 


geben kann. 

Das Element des letzteren Integrals kann nun wie folgt geome- 
trisch interpretirt werden. 

Man verbinde die Endpunkte eines Elementes di der Begrenzung 
von M durch geradlinige Strecken mit dem Coordinatenanfang und 
bezeichne den Flacheninhalt des hierdurch entstandenen Dreiecks mit 
df; sei der Neigungswinkel der Ebene dieses Dreiecks gegen die 
Tangentialebene von M an der betrachteten Randstelle. Dann ist 


Ae EE A ; 
Fl tea er ys Faaeee, = cosa-df. 
dz, dy, dz 


Denkt man sich diese Construction fiir alle Elemente der Begren- 
zungslinie yon M ausgefiihrt, so bildet die Gesammtheit der Dreiecke 
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eine bestimmte Kegelfliche, deren Seiten den Coordinatenanfang mit 
allen Punkten der Begrenzungslinie von WM verbinden. Tritt nun der 
specielle Fall ein, dass diese Kegelflache gegen die Minimalfliiche 
lings der Begrenzung unter constantem Winkel  geneigt ist, so ist 
der Flacheninhalt des Minimalflachenstiickes gleich dem Producte aus 
dem Flacheninhalt des betrachteten Stiickes der Kegelfliche und dem 
Cosinus des Neigungswinkels beider Flichen gegen einander. Insbe- 
sondere ist der Flacheninhalt des Minimalflichenstiickes dem Flaichen- 
inhalt des betrachteten Stiickes der Kegelfliche gleich, wenn jener 
Winkel iiberall gleich Null ist. 

Diese den Flacheninhalt von Minimalflichenstiicken betreffenden 
Satze, von welchen specielle Falle (Lindeléf-Moigno, Calcul des 
variations p. 210—212, 1861) schon seit langerer Zeit bekannt sind, 
lassen sich auch sehr einfach auf mehr geometrischem Wege beweisen, 
wenn man eine Schaar abhnlicher und ahnlich gelegener Minimalflichen- 
stiicke betrachtet und die Differenz des Flacheninhalts zweier unend- 
lich benachbarten in doppelter Weise ausdriickt. 


Ve 


Setzt man in den Formeln, durch welche die Gréssen U, V, W 
eingefiihrt wurden, fiir dy, dy, d3 ihre durch X, Y, Z, dx, dy, dz aus- 
gedriickten Werthe, so ergeben sich die, wie mir scheint, bemerkens- 


werthen Gleichungen 
U = «+i| (Zdy—Yadz), 
es, +if (Xde~Zaa), 
W = z+] (Ydx—Xdy), 


welche zu einer expliciten Lisung folgender Aufgabe ftihren: Es soll 
eine Minimalfliche analytisch bestimmt werden, welche durch eine 
beliebige vorgeschriebene analytische Linie hindurchgeht und lings 
dieser Linie in jedem Punkte eine vorgeschriebene Normale besitzt, 
deren Lage sich lings der gegebenen analytischen Linie nach einem 
gegebenen analytischen Gesetze dndert. 

Denkt man sich-nimlich die Coordinaten x, y, 2 eines beliebigen 
Punktes der vorgeschriebenen Linie und ebenso X, Y, Z, die Cosinus 


der Winkel, welche die vorgeschriebene Normale in dem betrachteten 
ky 
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Punkte mit den Coordinatenaxen bildet, als analytische Functionen 
einer reellen Variablen ¢ gegeben, so dass also die Gleichungen 


X44 7? =1, Xdx+Ydy+Zde = 0 


identisch befriedigt sind, so sind die Functionen U, V, W fiir die 
reellen Werthe von ¢, abgesehen von additiven rein imaginaéren Con- 
stanten, auf welche es hier nicht ankommt, eindeutig bestimmt und 
befriedigen die Gleichungen 


XdU+YdV+ZdwW =0, (dU)+(dV)Y+awy = 0 


identisch. 

Weil aber die Functionen U, V, W analytische Functionen der 
Variablen ¢ sind, so haben dieselben auch fiir alle complexen Werthe 
von ¢, welche diese Variable als Argument der analytischen Func- 
tionen w, y, 2, X, Y, Z annehmen kann, eine bestimmte Bedeutung, 
wihrend die Gleichungen 


XdU+YdV+ZdW=0, (dU)Y+(aVY+wy = 0 


unverdndert bestehen bleiben. Wenn man nun der Variablen ¢ auch 
diese complexen Werthe beilegt, so stellen die Gleichungen 


Sead =e UY 5 ee =e 


eine Minimalflache dar, welche die vorgeschriebenen Eigenschaften 
besitzt. 

Aus dem Vorhergehenden kann auch der Schluss gezogen werden, 
dass es unter den angegebenen Voraussetzungen nur eine einzige Mi- 
nimalflaiche giebt, welche den gestellten Bedingungen gentigt. Denn, 
betrachtet man an Stelle der Grésse ¢ wieder die Grosse 


X+Y1 
1—Z 


als unabhingige Variable, so sind die Functionen U, V, W des com- 
plexen Argumentes s in Folge der obigen Gleichungen lings einer 
Linie, némlich fiir diejenigen Werthe von s, welche den vorgeschrie- 
benen Normalen entsprechen, durch die gestellten Bedingungen dem 
Werthe nach bis auf additive rein imaginire Constanten, welche will- 
ktirlich angenommen werden kénnen, bestimmt. Nach einem bekannten 
Satze der Theorie der analytischen Functionen, dessen Voraussetzungen 
im vorliegenden Falle erfiillt sind, ist aber eine Function complexen 
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Argumentes vollstindig bestimmt, sobald deren Werthe lings einer 
Linie gegeben sind. 

Hieraus ergibt sich folgender allgemeine Satz: Wenn zwei Mini- 
malflichen eine Linie gemeinsam haben und wenn lings dieser Linie 
die Normalen beider Flachen zusammenfallen, so fallen beide F lichen, 
beziehungsweise deren analytische Fortsetzungen, in ihrer ganzen 
Ausdehnung mit einander zusammen. 

Dieser Satz, dessen Kenntniss ich einer giitigen miindlichen Mit- 
theilung des Herrn Weierstrass verdanke, enthalt als specielle 
Fille folgende beiden Sitze: 

1. Jede auf einem Stiicke einer Minimalfliche liegende gerade 
Linie ist eine Symmetrieaxe der durch analytische Fortsetzung dieses 
Stiickes entstehenden Minimalfliche. 

2. Wenn auf einem Stiicke einer Minimalflache eine ebene Curve 
liegt, lings welcher die Tangentialebene der Fliche und die Ebene 
der Curve mit einander einen rechten Winkel einschliessen, so ist die 
Ebene dieser Curve eine Symmetrie- Ebene derjenigen Minimalfliche, 
welche durch analytische Fortsetzung dieses Stiickes entsteht. 

Eine Anwendung dieser Sétze enthaélt ein in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie vom Jahre 1872, 8. 3—27 verdffentlichter 
Aufsatz des Verfassers. *) 

Die allgemeine Aufgabe, durch eine vorgeschriebene Linie eine 
Minimalfliche zu legen, deren Normalen lings der Linie ebenfalls vor- 
geschrieben sind, ist schon vor lingerer Zeit von E. G. Bjérling, 
spiter von den Herren Ossian Bonnet und Mathet in Angriff 
genommen worden. 

Mit Hiilfe der obigen Formeln kann man leicht alle Minimal- 
flichen bestimmen, welche zugleich geradlinige Flachen sind. 

Wahlt man nimlich eine beliebige geradlinige Erzeugende einer 
geradlinigen Minimalfliche zur #-Axe, die diese Erzeugende und die 
derselben unendlich benachbarte Erzeugende rechtwinklig schneidende 


Gerade zur z-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystems, so ist es 


stets miglich, eine Constante a so zu bestimmen, dass ¢ = ae 


die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloides darstellt, welches 
die Minimalfliche lings der Geraden y = 0, ¢ = O beriihrt. Man 
hat also zu setzen 


*) Siehe S. 126—148 dieses Bandes. 


182 Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflachen. 


= x 
f= Ga.) ; Ane, Yo Vata ta We 
oder besser 
< - sin (ti Kom goVig ere 
g==—-sin (tt), y= 0, 2=0, Ns) ~ “cos (fi) ’ a aa & ’ 
und erhilt dann ohne Miihe 
= a 
2 = aarcetg - 


als Gleichung der Minimalflache selbst. Hieraus ergibt sich der Satz: 
Jede geradlinige Minimalfliiche ist entweder eine Ebene oder eine 
Schraubenfliiche, deren erzeugende Geraden von der Axe der Schrauben- 
fliche rechtwinklig geschnitten werden. 

Fiir diesen Satz gibt es eine Anzahl verschiedener Beweise, 
welche man den Herren O. Bonnet, Catalan, M. Roberts, 
Serret u. A. verdankt. 

Man kann nun die Lisung der allgemein gestellten Aufgabe fiir 
einige specielle Falle durchfiihren. 

1. Es wird die Minimalfliche gesucht, welche das hyperbolische 
Paraboloid 22 = a(a#’—y’) lings der Schnittlinie desselben mit dem 
Rotationscylinder a+ y’ = 1 beriihrt. 

Die gesuchte Fliche ist eine algebraische. 

2. Fiir welche Minimalfliche ist eine Parabel eine geoditische 
Linie ? 

Man erhilt dieselbe transcendente Fliche, fiir welche Herr Ca- 
talan (Comptes rendus, Tome 41. p. 1022, 1855; Journal de I’Ecole 
polytechnique, Cah. 37. p. 160—163,.1858) eine geometrische Con- 
struction gegeben hat. 

3. Fiir welche Minimalfliiche ist eine Ellipse eine geoditische 
Linie ? 

Man erhilt eine transcendente Flache, auf welcher eine einfach 
unendliche Schaar von Raumcurven vierten Grades liegt, von. denen 
jede einen isolirten Doppelpunkt besitzt.*) Die sphirischen Bilder 


dieser Curven vierten Grades sind confocale sphiirische Kegel- 
schnitte. 


*) Langs jeder Curve der Schaar wird die betrachtete Flache von einem Kegel - 
zweiten Grades berithrt, dessen Mittelpunkt mit dem isolirten Doppelpunkte der Curve 
zusammenfallt. (Spaterer Zusatz. 1875.) 
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VI. 


Die Aufgabe, durch eine geschlossene analytische Linie LZ eine 
Minimalflache zu legen, auf welcher diese Linie ein in seinem Innern 
von singuléren Stellen freies, einfach zusammenhingendes Flichenstiick 
begrenzt, ist, wenn man von dem trivialen Falle absieht, in welchem 
die vorgeschriebene Linie Z eine ebene Curve ist, bis jetzt noch in 
keinem einzigen Falle gelést worden, obwohl Gergonne im Jahre 
1816 die Aufmerksamkeit der Mathematiker gerade auf diese Aufgabe 
hingelenkt und im 7. Bande seines Journals (p. 68) eine’ bestimmte 
Aufgabe dieser Art gestellt hat. 

Die analoge Aufgabe hingegen, bei welcher die vorgeschriebene 
Linie L von einer Anzahl geradliniger Strecken gebildet wird, ist in 
der neuesten Zeit von Riemann und Weierstrass in vollster 
Allgemeinheit gelést worden. Die Veréffentlichung der von Herrn 
Weierstrass benutzten Untersuchungsmethode steht noch bevor. 
Von den Untersuchungen Riemann’s auf diesem Gebiete gibt die 
oben erwahnte posthume Abhandlung Kunde. 

In Bezug auf die specielle Minimalflaiche, deren Begrenzung als 
ein von vier Kanten eines reguléren Tetraeders gebildetes Vierseit 
vorgeschrieben ist, sei verwiesen auf eine in den Monatsberichten der 
Berliner Akademie vom Jahre 1865 (S. 149—153) enthaltene Mit- 
theilung*) und auf die Monographie des Verfassers: Bestimmung einer 
speciellen Minimalflache.**) Berlin 1871. 


VIL. 


Die einzige unzerlegbare Flaiche zweiten Grades, welche im ana- 
lytischen Sinne als eine Minimalfliche aufgefasst werden kann, ist die 
Kugelfliche , deren Radius gleich Null ist. Die Frage aber, welches 
die unzerlegbaren algebraischen Minimalflichen des niachst hoheren 
Grades, bezichungsweise der nichst héheren Klasse sind, sieht noch 
ihrer Beantwortung entgegen. : 

Von den Punktsingularitiiten, welche eine algebraische Minimal- 
flache haben kann, und dem Verhalten einer solchen Flache im Un- 
endlichen handelt ein Aufsatz des Herrn Geiser, Mathematische 
Annalen, Band 3, 8. 5830—534 (1871). 

Die Minimalflichen, fiir welche die eine Schaar der Kriimmungs- 


*) Siehe S. 1—5 dieses Bandes. 
**) Siehe 8S. 6—125 dieses Bandes. 
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linien eine Schaar ebener Curven ist, haben die Eigenschaft, dass 
auch die andere Schaar der Kriimmungslinien von ebenen Curven ge- 
bildet wird. Zu diesen Flichen, welche von Herrn Ossian Bonnet 
(Comptes rendus, Tome 41. p. 1058, 1855) analytisch bestimmt worden 
sind, gehirt auch eine algebraische Minimalfliiche neunten Grades, 
welche nur als ein Grenzfall in den Ossian Bonnetschen Formeln 
enthalten ist und deren Gleichung Herr Enneper aufgestellt hat. 
(Zeitschrift fiir Mathematik, Bd. IX, 8. 108, 1864. ) 


Man erhiilt diese Flache, wenn man in den obigen Gleichungen 


ee also auch %(s) einer reellen Constante gleichsetzt. Die beiden 
Schaaren der Kriimmungslinien dieser Flache werden von ebenen Curven 
dritten Grades gebildet, wiahrend die isogonalen Trajectorien derselben 
Raumcurven dritten Grades sind. Diese Flaiche hat ferner die Eigen- 
schaft, auf stetige Weise in sich selbst verbiegbar zu sein; denn 
setzt man s-e“ statt s, s,-e-% statt s,, so wird die Linge des Linien- 
elementes der Flache nicht geindert und hieraus folgt die Richtigkeit 
der aufgestellten Behauptung. 


Die Eigenschaft, auf stetige Weise in sich selbst und folglich 
auf eine Rotationsfliche verbiegbar zu sein, kommt allen Minimal- 
flichen zu, bei welchen %(s) = C-s”"? ist, wo C eine beliebige, m 
eine reelle Constante bezeichnet, denn die Liinge des Linienelementes 
dieser Flachen wird durch die Substitution von s-e“ fir s und 
s,e-“ fiir s, nicht geindert. Die der Annahme 3 (s) = C-s”” ent- 
sprechenden Minimalfléchen sind zugleich die einzigen Minimalflachen, 
welche die angegebene Eigenschaft besitzen. 


Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich vielleicht am ein- 
fachsten aus folgender Ueberlegung. 


Wenn eine Minimalfléche so gebogen wird, dass sie nach der 
Biegung wieder eine Minimalfliche ist, so wird in jedem ihrer Punkte 
weder die mittlere Kriimmung noch das Gaussische Kriimmungsmass 
geindert, also haben die Hauptkriimmungsradien in jedem Punkte der 
Flache nach der Biegung dieselbe Grésse wie vor der Biegung. Hier- 
aus folgt, dass das durch parallele Normalen erhaltene conforme 
spharische Bild eines Stiickes der Minimalfliche durch die in Rede 
stehende Biegung weder in den kleinsten Theilen noch im Ganzen 
beziiglich Gestalt und Grosse gedndert wird; denn das Vergrésse- 
rungsverhaltniss hat fiir jeden Punkt der Minimalflache vor und nach 
der Biegung denselben Werth. Das erwithnte sphirische Bild kann 
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also, wenn es iiberhaupt seine Lage auf der Kugelfliche andert, zu- 
folge einer bekannten Higenschaft congruenter sphiirischer F iguren, 
nur eine Drehung auf der Kugelfliche erfahren. 

Hat nun eine Minimalfliiche die Eigenschaft, auf stetige Weise 
in sich selbst verbiegbar zu sein, so wird bei einer solchen Biegung 
der Flache in sich selbst, bei welcher, um eine gebriiuchliche Aus- 
drucksweise anzuwenden, alle Punkte eines Stiickes der Flache ihre 
Lage nur unendlich wenig andern, das sphirische Bild dieses Flaichen- 
stiickes eine unendlich kleine Drehung auf der Kugelflache erfahren. 
Hieraus folgt, dass das sphiarische Bild jeder auf der Minimalflache 
liegenden Linie, welche bei dieser Biegung in sich selbst gebogen 
wird, ein Kreis sein muss, welcher bei jener Drehung sich selbst ent- 
spricht. Alle diese Kreise bilden eine Schaar von Parallelkreisen 
der Kugel. Wa&ahlt man nun, was stets miglich ist, das Coordinaten- 
system so, dass den beiden Polen dieser Parallelkreise die Werthe 
s = 0 und s = oo entsprechen, so ergibt sich, dass bei jeder Bie- 
gung der Minimalflache in sich selbst die Gréssen s, s, in s-e%, s,-e7% 
tibergehen, wo a eine reelle Grésse bezeichnet. Denn es gibt ausser 
den diesem Uebergange entsprechenden Drehungen keine andere, bei 
welcher jeder der erwi&hnten Parallelkreise in sich selbst iibergeht. 
Da nun auch das Quadrat der Lange des Linienelementes der Flache 


a? = (1458,)°% (8) §,(s,) dsds, 


bei der Vertauschung von s, s, mit s-e“, s,-e~-“ ungedndert bleiben 
muss, weil die Fliche der Annahme zufolge in sich selbst verbogen 
wird, so muss der absolute Betrag von %(s) eine Function des abso- 
Iuten Betrages von s allein sein und hieraus folgt §(s) = C-s"”, 
wo OC eine beliebige, m eine reelle Constante bezeichnet. 

Dieselbe Frage nach den Minimalflichen, welche Biegungen von 
Rotationsflichen sind, ist auf anderem Wege von Bour in seiner 
Preisschrift tiber die Biegung der Flichen (Journal de Ecole poly- 
technique, Cah. 39. p. 99—109 [1860] 1862) beantwortet worden. 

Den Meridianen und den Parallelkreisen der Rotationsflachen ent- 
sprechen bei der vorhin getroffenen Wahl des Coordinatensystems die 
Curven, lings denen beziehungsweise der reelle und der imaginire 
Theil von ilogs constant ist. 

Gibt man der Zahl m den Werth 0, so erhalt man alle ohne Ge- 
staltsinderung der einzelnen Theile in sich verschiebbaren Minimal- 
flachen, welche also zugleich Schraubenflaichen sind, Fiir m = 0 und 
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reelle Werthe von C ergibt sich die durch Rotation einer Kettenlinie 


um ihre Directrix als Axe entstehende Minimalfliche. Fiir m = 0 
und rein imaginiire Werthe von C ergibt sich die oben erwahnte ge- 
radlinige Schraubenfliche. Die Gleichung der fir m = O und fiir 


beliebige Werthe von C sich ergebenden Minimalflachen ist zuerst von 
Herrn Scherk im Jahre 1831 in der Beantwortung einer von der 
Jablonowskischen Gesellschaft gestellten Preisfrage aufgestellt 
worden. 


WaG 


Ebenso wie man nach allen geradlinigen Minimalflaichen fragen 
kann, kann man die Aufgabe stellen, alle Minimalflachen zu bestimmen, 
welche eine einfach unendliche Schaar anderer vorgeschriebener Linien 
enthalten. Diese Aufgabe ist fiir den Fall, dass die vorgeschriebenen 
Curven Kreise sein sollen, von Herrn Enneper gelést worden, 
welcher in einem Aufsatze ,Die cyclischen Flachen* (Zeitschrift fiir 
Mathematik, Bd. XIV, 8. 393—406, 1869) -zu folgendem Ergebnisse 
gelangt ist: Wenn eine Minimalflache die Eigenschaft besitzen soll, 
eine einfach unendliche Schaar (reeller) Kreise zu enthalten, so miissen 
alle diese Kreise in parallelen Ebenen legen. Ein Auszug aus der 
eben angefiihrten Abhandlung ist in den ,Géttinger Nachrichten’ vom 
Jahre 1866 (Nr. 15 vom 11. Juli, 8. 2483—249) abgedruckt, welcher 
die allgemeine Gleichung aller Minimalflichen, auf denen eine Schaar 
reeller Kreise legt, in einfacher Gestalt enthilt. Auch der letzte 
Artikel der mehrfach erwihnten posthumen Abhandlung Riemann’s 
handelt von diesen Flachen. Mit Ausnahme der Rotationsfliiche der 
Kettenlinie haben dieselben die Eigenschaft periodisch zu sein, 
sie besitzen eine Symmetrie-Ebene, enthalten unendlich viele einzelne 
gerade Linien und haben unendlich viele Asymptoten-Ebenen. Liings — 
jJedes Kreises der Schaar wird jede dieser Flachen von einem Kegel 
zweiten Grades beriihrt und zwar sind diese Kegel fiir jede dieser 
Flachen concyclisch, d. h. bei jeder solchen Flache schneiden dieselben 
beiden Schaaren von parallelen Ehenen die Tangentialkegel zweiten 
Grades in Kreisen. Der Schaar der auf der Minimalfliche liegenden 
Kreise entspricht daher bei der durch parallele Normalen vermittelten 
conformen Uebertragung der Minimalfliche auf die Kugel eine Schaar 
von confocalen sphaérischen Kegelschnitten. Die Function %(s) er- 
halt fiir diese Flachen bei passender Wahl des Coordinatensystems 
die Gestalt ! 
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ee C 
aS s\V(s— cotg e)s(s+tge) ’ 


wo C und « zwei reelle Constanten bezeichnen. Je zwei Flichen 
dieser Art, fiir welche C denselben Werth hat, wihrend die beiden 
Werthe von « sich zu 42 ergiinzen, sind solche Biegungen von ein- 
ander, dass den Kriimmungslinien der einen Fliche die Asymptoten- 
linien der anderen entsprechen. Die dem Werthe « = +42 ent- 
sprechende Flache ist daher in der Art auf sich selbst abwickelbar, 
dass den Kriimmungslinien die Asymptotenlinien der Fliache ent- 
sprechen und umgekehrt. 

Auf eine Fliache dieser Art fiihrt auch der in dem Nachtrage zu 
meiner Abhandlung Bestimmung einer speciellen Minimalflaiche* auf 
S. 92*) angegebene, aber nicht niher untersuchte Fall, in welchem 
die Function ¥(s) durch die Gleichung 


€ 
V(l—s*)* (1+ s*) 


bestimmt ist, denn dieser Fall geht in den vorher erwihnten iiber, 


o(s) = 


wenn an Stelle der Grisse s die Grisse = als unabhingige 


Variable eingefiihrt wird. 


OG 


Wie die Betrachtung der Minimalflachen iiberhaupt bei einem 
Probleme des Minimums angefangen hat, so kann man die Betrach- 
tung jeder speciellen Minimalflache mit der Beantwortung einer Frage 
des Minimums beendigen. 

Wenn nimlich eine Minimalflache gegeben ist, also eine analy- 
tische Fliche, welche in jedem ihrer Punkte gleich grosse und. ent- 
gegengesetzt gerichtete Hauptkriimmungsradien besitzt, wie kann man 
auf derselben eine oder mehrere Linien wihlen, welche ein zusammen- 
hiingendes Stiick M der Flache begrenzen, um sicher zu sein, dass 
dieses Flichenstiick M unter allen von denselben Randlinien begrenzten 
und diesem Flichenstiick unendlich benachbarten Flachenstiicken den 
kleinsten Flacheninhalt besitzt? 

Die Beantwortung dieser Frage hingt davon ab, ob die zweite 
Variation des Flacheninhalts fiir alle Variationen des Flachenstiickes 


*) Siehe S. 103 dieses Bandes. - 
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M, welche die Begrenzung desselben ungeindert lassen, positiv ist, 
oder ob dieselbe fiir einige dieser Variationen auch den Werth Null 
oder negative Werthe annehmen kann. 

Eine nihere Untersuchung dieser zweiten Variation, welche in 
den Monatsberichten der Berliner Akademie, Jahrgang 1872, S. 718, *) 
veréffentlicht ist, hat zu dem Ergebnisse gefiihrt, dass jene Entschei- 
dung iiber das Vorzeichen unabhiingig ist von der speciellen Function 
%(s), welche die Besonderheit der Minimalfliche bedingt, von welcher 
M ein Stiick ist. Die erwihnte Entscheidung hingt vielmehr nur von 
der Gestaltung des sphirischen Bildes ab, welches dem Flachenstiicke 
M bei der durch parallele Normalen vermittelten Zuordnung entspricht, 
und fallt daher fiir alle Minimalflichenstiicke, welche dasselbe spha- 
rische Bild besitzen, in gleichem Sinne aus. Zugleich hat jene Unter- 
suchung zu dem Satze gefiihrt, dass die in Rede stehende zweite 
Variation stets dann und nur dann bestindig positiv ist, wenn es ein 
zusammenhingendes Minimalflachenstiick gibt, welches dem betrach- 
teten Flichenstiicke MZ in der ganzen Ausdehnung des letzteren un- 
endlich benachbart ist, mit demselben aber keinen Punkt gemein hat. 

Gibt es daher einen Punkt P, welcher in keiner Tangentialebene 
des Flachenstiickes JZ enthalten ist, so braucht man nur fiir den 
Punkt P als Aehnlichkeitspunkt ein dem Flachenstiick JZ unendlich 
benachbartes éhnliches und dhnlich gelegenes Flachenstiick zu con- 
struiren und man kann dann dem vorher erwihnten Satze zufolge 
schliessen, dass das Flichenstiick MZ unter allen unendlich benach- 
barten, denselben Grenzbedingungen geniigenden Flachenstiicken den 
kleinsten Flacheninhalt besitzt. 

Allgemein gilt folgender Satz: Ein bestimmtes Stiick einer Mi- 
nimalflache besitzt unter allen von denselben Randlinien begrenzten 
und ihm unendlich benachbarten Flichenstiicken stets dann und im 
Allgemeinen auch nur dann den kleinsten Flicheninhalt, wenn es ein 
dem betrachteten Flachenstiicke durch parallele Normalen Punkt fiir 
Punkt entsprechendes Minimalflachenstiick 9 gibt, dessen simmtliche 
Tangentialebenen von ein und demselben Punkte des Raumes einen 
von Null verschiedenen Abstand haben. 


2G, 


Es ist bisher nicht gelungen, ftir jede gegebene Begrenzungslinie 
L die Frage zu beantworten, ob es nur ein einziges oder ob es meh- 
*) Siehe 8. 151 dieses Bandes, 
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rere Flachenstiicke gibt, welche von der Linie Z begrenzt sind, in 
ihrem Innern keine singuliren Stellen enthalten und je unter allen 
ihnen unendlich benachbarten Flachenstiicken den kleinsten Flichen- 
inhalt besitzen. ine interessante mit dieser Frage zusammenhingende 
Untersuchung hat Steiner angestellt. (Journal fiir Mathematik 
Bd. 24, 8. 239 Anm., 1842.)*) Diese Untersuchung bezieht sich auf 
zwei von derselben Randlinie begrenzte Flichenstiicke, fiir welche bei 
passender Wahl des Coordinatensystems gleichzeitig die eine Coor- 
dinate eine eindeutige Function der beiden andern ist. Unter dieser 
Voraussetzung ergibt sich, dass jedenfalls einem der beiden Flachen- 
stiicke die Eigenschaft des Minimums nicht zukommt. 

Die im Vorhergehenden erwihnten auf die zweite Variation be- 
zuglichen Lehrsiitze gelten unter der Voraussetzung, dass bei der 
Variation des betrachteten Flachenstiickes die Begrenzung desselben 
als fest betrachtet wird. Liésst man diese Voraussetzung fallen, so 
erdffnet sich der Forschung ein bisher noch wenig betretenes Gebiet, 
dessen Schwelle folgender, ebenfalls von. Steiner (Monatsberichte 
der Berliner Akademie, Jahrgang 1840, 8. 118)**) herriihrender Satz 
bezeichnet: Unter allen zu einem Minimalflachenstiicke aquidistanten 
Flaichenstiicken besitzt das Minimalflichenstiick selbst nicht den 
kleinsten, sondern den gréssten Flacheninhalt. 


Unterstrass bei Ziirich, im December 1874. 


*) Jacob Steiner, Gesammelte Werke, Band II, 8. 298. 
**) Jacob Steiner, Gesammelte Werke, Band IJ, 8. 176. 


Ueber diejenigen Minimalflachen, welche von 
einer Schaar von Kegeln zweiten Grades ein- 
gehiillt werden. 


Journal fir reine und angewandte Mathematik, Band 80, S 301—314. 


Die Minimalflaichen, welche eine Schaar reeller Kreise enthalten, 
haben die Eigenschaft (vergl. Art. VIII der Miscellen)*), langs dieser 
Kreise von einer Schaar concyclischer Kegel zweiten Grades beriihrt 
zu werden. Jede solche Fléche wird némlich lings jedes auf ihr lie- 
genden Kreises von einem Kegel oder Cylinder zweiten Grades be- 
riihrt und alle dieselbe Flache einhiillenden Kegel zweiten Grades 
werden von denselben beiden Schaaren paralleler Ebenen in Kreisen 
geschnitten. 

Eine analoge Eigenschaft besitzen die Minimalflachen, welche eine 
Ellipse oder eine Hyperbel als kiirzeste Linie enthalten; denn auf 
diesen Flachen liegt ebenfalls eine einfach unendliche Schaar von al- 
gebraischen Curven, naémlich von Raumcurven vierten Grades, und 
lings jeder von diesen Curven werden die erwahnten Flachen von | 
einem Kegel zweiten Grades beriihrt. Diese Kegel sind, wie in dem 
vorher angefiihrten Falle, concyclisch. 

Die vorliegende Abhandlung beschiftigt sich in ihrem ersten 
Theile mit der Aufgabe: Alle Minimalflichen zu bestimmen, welche 
von einer Schaar concyclischer Kegel zweiten Grades umhiillt werden. 

Dass mit der Lisung dieser Aufgabe zugleich alle Minimalflachen 
gefunden sind, welche die Higenschaft haben, tiberhaupt von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades umhiillt zu werden, wird in dem 
zweiten Theile bewiesen. 


*) Siehe 8S. 186 dieses Bandes. 
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ils 


Zwei Flachen zweiten Grades sollen concyclisch genannt werden, 
wenn sie die Higenschaft haben, von denselben beiden Schaaren von 
parallelen Ebenen in Kreisen geschnitten zu werden. 

Sind zwei Flachen zweiten Grades » und » concyclisch, so haben 
alle mit ihnen zu demselben Biischel gehdrenden, d. h. die Schnitt- 
linie derselben enthaltenden Flachen zweiten Grades die Eigenschaft, 
von denselben Ebenen, welche die Flichen g» und w in Kreisen 
schneiden, ebenfalls in Kreisen geschnitten zu werden. Ein solches 
Biischel concyclischer Flachen zweiten Grades ist, allgemein zu reden, 
durch die Eigenschaft charakterisirt, dass dasselbe stets eine Kugel- 
flache enthaélt, welche nur dann durch eine Ebene vertreten wird, 
wenn alle Flachen des Biischels mit der unendlich fernen Ebene des 
Raumes dieselbe Linie gemein haben. 

Ist insbesondere die Flaiche m eine Kegelflache und die Flache » 
eine derselben unendlich benachbarte concyclische Kegelflaéche, so ent- 
halt die durch die Schnittlinie beider Flachen hindurchgehende Kugel- 
flache den Mittelpunkt des Kegels op. 

Bei einer einfach unendlichen Schaar concyclischer Kegel zweiten 
Grades kann daher jedem Kegel der Schaar eine Kugelflaiche zuge- 
ordnet werden, welche den Mittelpunkt dieses Kegels enthalt und zu- 
gleich durch die Schnittlinie desselben mit dem unendlich benachbarten 
Kegel der Schaar hindurchgeht. 

Man erhalt also folgenden Satz: Wenn eine Minimalflache die 
Eigenschaft hat, von einer einfach unendlichen Schaar concyclischer 
Kegel zweiten Grades umhiillt zu werden, so beriihrt jeder von diesen 
Kegeln die Minimalfliche langs der Schnittlinie mit einer durch seinen 
Mittelpunkt hindurchgehenden Kugelflache. 

Wenn aber von einer Minimalfliche eine auf derselben liegende 
Linie und in jedem Punkte eines Stiickes dieser Linie die Normale 
der Minimalfliche gegeben ist, so ist hierdurch, wie aus dem Inhalt 
des Art. V der erwihnten Miscellen hervorgeht, die Minimalfliche 
selbst in ihrer ganzen Ausdehnung unzweideutig bestimmt. 

Mit Hiilfe der a.a.O. hergeleiteten Gleichungen kann man all- 
gemein diejenige Minimalfliche bestimmen, welche von einem Kegel 
zweiten Grades lings der Schnittlinie desselben mit irgend einer durch 
seinen Mittelpunkt hindurchgehenden Kugelfliche beriihrt wird. 

Zu diesem Zwecke mégen als unabhingige Variable zwei ver- 
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inderliche Grossen wv und v eingefiihrt werden, welche mit den ellip- 
tischen Kugelcoordinaten auf gleiche Linie zu stellen sind. 

Wo in dem Folgenden die Angabe des Moduls nicht ausdriicklich 
in die Bezeichnung aufgenommen ist, soll k = sine, kK’ = cose ge- 
setzt werden, wihrend K, K’ die bekannte Bedeutung haben. 

Setzt man unter Anwendung der Gudermannschen Bezeich- 


nungsweise 
> enudnyi De. hsne 1 sn 
dnucnvi’ ~ dnwenvd’ ~ 4 dnwcnes’ 
; +Vi_., 
so ist faz ene Function des complexen Argumentes w+v1 = , 


denn es ergibt sich 


1-k’ 


X+Y% 1—k’ 1+h’ i 
(utvit+ K+K"), aya 


= =——- sin am 


[es 7a eek 2 


und es bestehen die Gleichungen 


Te ae ghey eae 


xe Ve L ke ” 
ee Ope ee A ae MP ean st) ah aie 
NG yo Ze 


i . nates of FY} 2 Soe a AE 
leech a == 0; p= kh te amo 0 > tee 
Diese Gleichungen stellen, wenn das eine Mal wu, das andere Mal » 
als variabler Parameter angesehen wird, zwei Schaaren confocaler 
spharischer Kegelschnitte dar, deren Brennpunkte durch die Gleichungen 


20 CES. le ca Ue A as ons 


bestimmt sind. Um alle Punkte der Kugeloberflache und, allgemein 
zu reden, jeden nur einmal zu erhalten, hat man der Variablen w alle 
Werthe von —2K (excl.) bis +2K (incl.) und der Variablen v alle 
Werthe von —K’' bis + K’ (beide Werthe incl.) beizulegen. 

Man gebe nun der Variablen v einen constanten Werth und denke 
sich von einem Punkte des Raumes, dessen Coordinaten 2, y,, 2 
sind, auf alle Tangentialebenen des Kegels 

xe Wwe ; Fe 


Perpendikel gefallt. Wenn 2’, y', 2’ die Coordinaten eines beliehigen 
Punktes eines solchen Perpendikels bezeichnen, so bestehen die 
Gleichungen 
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Y ‘ Z 
(ES oe One Sar 
in welchen @ eine veranderliche Grisse bezeichnet. Der geometrische 
Ort dieser Perpendikel ist die Kegelflache 


(w+1): (@'—a,)'+ (wu +h"): (y’—y +e (2-4)? = 
welche der Kegelfliche 
Xa n xe 2 xof 
Ui eed leet mete 4 Ua ae 


; x , 
OE SSA PS Ry Ds GeO 


in der Weise durch Reciprocitiét entspricht, dass zu jeder Tangential- 
ebene jedes der beiden Kegel eine auf dieser Tangentialebene perpen- 
diculare Seite des andern Kegels gehirt. 

Betrachtet man die Grosse v als variablen Parameter und 4,, y,, 4, 
als Functionen desselben, so stellt die Gleichung 


(wu +1): (#’—2,)'+ (H+) (yy) +e (a)? = 
eine Schaar concyclischer Kegel zweiten Grades dar, welche von den 
beiden Schaaren von Ebenen 

sin é-a’+cose-z2’ = const., sing- a” —cosé-+ 42’ = const. 
in Kreisen geschnitten werden. 


Der Grisse v denke man sich jetzt wieder einen constanten Werth 
beigelegt und bestimme die Durchschnittslinie des Kegels 


(u+1)-(2'—2,)+ (Uh): (yy) + we ($4) = 
mit einer durch den Mittelpunkt desselben hindurchgehenden Kugel- 
flaiche. Die allgemeine Gleichung einer solchen Kugelflache hat die 
Gestalt 
(aw —a,)'+ (y’ yo! + 2%) = (a — 2) +BY —H) + 9'(%— 4); 
wo a’, B’, y’ drei constante, d. h. von der Variablen w nicht abhén- 


kd: Gréssen bezeichnen. 

Fiihrt man in diese Gleichung die oben fiir #’—a,, y’—y,, 2’—&, 
gefundenen Ausdriicke ein, so erhilt man, wenn man den Ausdruck 
1—#? sv’usn’vi zur Abktirzung mit N bezeichnet, 


—en‘* vi N 
we Py ay) Ci #,)'. 0 ae aeyeagie data? 
Kk? sn? vi dn* v0 am x be ce dn? 
on —cnivi sea cera Pipe rae u NSS 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 13 
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Zum Zwecke der Vereinfachung kann man nun 
d = ad, Pf =Bd, y= 
acn’ v7 


—— heilegen. 
sn vi dnve 


setzen und der Grosse 0 den Werth 
Setzt man hierauf 

G9. ae OL, BURY, 

y'—Y, aY+ BY.+ VYss 

Poh == Of, pea) 265 


so erhilt man fiir die neun Gréssen a,:-+2, folgende Ausdriicke: 


snvicnyi kh’ cn? u 


aa idn vi N ; 
i! sn ucnwsn vi cnve 
Y, naa aN y) 
7s K! cnu cn vi 
0 am New 
, Shwecnusn vi cen ve 
t, = —k'- = 
aN 
snvienvidne: sn?u 
Y, ee A N ’ 
sn ucn vi dn vi 
Sis PEGS 
Eoeile cnucn vi 
Lop ees eed New 
sn wenvi dn vi 
y, = N ’ 
P dzenvidnet 1 
sn vi N°’ 


Mit Hiilfe der vorstehenden Gleichungen erha&lt man die Coordi- 
naten z’, y’, 2’ eines beliebigen Punktes der Schnittlinie des Kegels 
(w+1)-(@’—2,)’+ (w +h"): (y’ yo) + w (2’—2,)? = 0 

mit der Kugel : 
(wa. )*+ (y'—y.)*+ (22)? = [or (@'—2,)+B(y'—y,) +7 (e'—4,)] 0 
ausgedrtickt als Functionen einer verdnderlichen Grisse wu. 

Soll nun eine Minimalflache diesen Kegel langs der Schnittlinie 
desselben mit der Kugel beriihren, so sind fiir X, Y, Z die vorhin 
angegebenen Ausdriicke zu setzen, durch welche diese Gréssen als 
Functionen derselben verinderlichen Grésse « erklirt werden. Der 
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Grosse v ist iiberall derselbe, von der Grésse w unabhingige Werth 
beizulegen. 

Es wiirde nicht schwierig, aber etwas weitliufig sein, die Be- 
stimmung der Functionen U, V, W mit Hiilfe des in Art. V der 
Miscellen angegebenen Formelsystems wirklich auszufiihren; es em- 
pfiehlt sich daher, zur Bestimmung dieser Functionen einen anderen 
Weg einzuschlagen. 

Die Functionen U, V, W sind in Bezug auf die constanten 
Gréssen a, 8, y ganze lineare und homogene Functionen; man kann 
daher setzen 

U = «U,+B6U,+yU,, 
V = aV,+BV,+y7V,, 
W =.0W,+pW,+7W,, 
und hat nun die neun Functionen U,---W, zu bestimmen. 
Beriicksichtigt man, dass die fiir 


Y, — Xs, a = Xs, &, Soe Ys 
gefundenen Ausdriicke, wie aus dem Additionstheorem hervorgeht, 
beziehlich mit den reellen Theilen der Functionen 


a dn(u+vt), —k-cn(w+vi), sn(w+v2) 
tibereinstimmen, so liegt es nahe, 
Ff Va — i anu +0), W, = —k' cn (u+vi) 
U= — 1% an(u toi), zs W, = = sn(u+v0) 
U, = —Kcu(u+vi), Vz, = sn(u+v), e 


zu setzen, unter diesen Annahmen U,, V,, W, zuberechnen und nach- 
triglich zu priifen, ob das auf diese Weise bestimmte System von 
Functionen allen gestellten Bedingungen geniigt. 

Aus der Gleichung XdU,+YdV,4+ ZdW, = 0 erhalt man 


dU, = ik’ sn’?(u+vit) du, 
und auf analoge Weise findet man 


dV, = itcn’(w+u)du, 


dW, = —idun’(u+v1)du; 
es sind also U,, V,, W, elliptische Integrale zweiter Art. 


Die auf diese Weise bestimmten drei Functionensysteme gentigen 
13* 
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bei passender Bestimmung der unteren Grenzen der zuletzt erwahnten 
drei Integrale, bezichungsweise der drei Constanten x, y,, % allen 


gestellten Bedingungen. 
In der That, bildet man zunichst fiir jedes einzelne der drei 


Functionensysteme die Summe der Quadrate der in Bezug auf w ge- 
nommenen Ableitungen, so ergibt sich, dass diese Summe identisch 


gleich Null ist. 
Ebenso ergibt sich, dass die Gleichung 


dU, dU, + dV,dV,+dW,dW, = 0 


und die durch cyclische Vertauschung der Indices 1, 2, 3 aus der- 
selben hervorgehenden Gleichungen identisch befriedigt sind. Es be- 
steht also identisch die Gleichung (dU)’?+ (dV )’+ (dW)? = 0. 

Da auch die Gleichung XdU+YdV+ ZdW = O fiir jedes der 
drei Functionensysteme identisch erfiillt ist, weil dieselbe zur Be- 
stimmung von dU,, dV,, dW, benutzt worden ist, so bleibt nur noch 
zu zeigen, dass die reellen Theile der drei Integrale 


U U WU 
aif kK? sn? (w+ vi) du , pif cn’ (u + vi) du, <yif dn? (wu + vi) du 


bei passender Bestimmung der unteren Grenzen derselben, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, bei geeigneter Verfiigung iiber die noch 
disponiblen Constanten ~,, y,, 2, fiir reelle Werthe von wu beziehlich mit 


Lor %L,, Yt+BY,, +74, 
tibereinstimmen. 


Wenn man von der Bezeichnung 
Ww 
7 if dn’? w-dw = E(w) 
0 


und von dem fiir die Function H(w) geltenden Additionstheorem 
EBw+vi) = E(u) + E(vi)— sn sn vi sn (w+ vi) 


Gebrauch macht, so erhalt man 


REw+0) = iE) tH- snvrenvidnvi sn?u 


a Nae 
: : sn v2 cn vi } } . 
=, UAC) ae eee ga Su CO ee 
idn vi 4dn vi NAS 
; , . envidnv } } 
= 4 Btu) qe vm  . envidny 1 


. So 2 es 
sn ve sn ve Nia 
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Ww y 
; ke He ® ,' 
i k? sn*w-dw = — - E(w) + ae W, cn’?w-dw = ia Hin) om 
, k k | i ik? 
Setzt man nun w = u+vi und 


2) Leake 5 aga , SHvicn vt 

ee als I? BEBE a ae “Gdn $? 
oy, 1 ; k? 

y= B\—ae Bei)+ aro}, 


.envidnvi | 
sn vi : 


1 : 
el | E(vi)— i 
wobei zu bemerken ist, dass diese drei Gréssen zwar von dem Werthe 


des Parameters v, nicht aber von der verinderlichen Grosse w ab- 
hangen, so ergibt sich 


Ww 
Rei f k? sn*w-dw = X,+%,, 


0 


W 
nei f en? w-dw = y+ BYs; 
0 
Ww 
yi [ dn’ w-dw = 2,+/é, 
0 


Hieraus geht hervor, dass unter den getroffenen Festsetzungen die 
reellen Theile der drei Functionen U, V, W fiir reelle Werthe von wu 
beziehlich mit a’, y’, 2’ tibereinstimmen, und hiermit ist bewiesen, dass 
die fiir die Functionen U, V, W anufgestellten Ausdriicke allen ge- 
stellten Bedingungen geniigen. 

Die vorstehende Untersuchung hat also zu folgendem Ergebniss 
gefiihrt : 

Setzt man 


‘ ka 
U = aif kK? sn? w dw —B > dnw—yh' cn w , 


0 
ki fag Delon q 
Vaz —asz dnw + Bt cn wdw+ysnw, 
0 
1) 
Ve —ak' enw + psnw—yi f dn’ w dw, 
0 


wo a, B, y drei reelle Constanten sind und w = u+v eine unbe- 
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schriinkt verinderliche Grésse bezeichnet, so stellen die Gleichungen 
x= KU, y = HV, 2 = RW 


in rechtwinkligen Punktcoordinaten eine periodische Minimalflache 
dar. Diese Minimalfliche wird von dem Kegel zweiten Grades 


(u 1) . (c—%,)+ (u a k’*) (y—Y) + u - (= 25) oa 0, eb hk”. tg” am v, 


lings der Schnittlinie desselben mit der Kugelflaéche 


et 
(a —0,)-+ (yy) + (@—4,)' = —— [a (@—2,) + BY—9,) +7 2) 
beriihrt, und zwar gilt dieses fiir jeden reellen Werth von v. Die 
Gréssen %,, Y, % sind durch die oben angegebenen Gleichungen 
(S. 197) bestimmt. 

Es ist also der Satz bewiesen: 

Jede Minimalflache, welche voneinem Kegel zweiten 
Grades lings der Schnittlinie desselbenmit einer durch 
seinen Mittelpunkt hindurchgehenden Kugelfliche be- 
riihrt wird, wird von einer einfach unendlichen Schaar 
concyclischer Kegel zweiten Grades eingehiillt. 

Hiermit ist die oben gestellte Aufgabe in allgemeinster Weise 
gelost. 

Man kann nun einige specielle Fille beziehungsweise Grenzfialle 
der allgemeinen Lisung ins Auge fassen. 

1. Die Meusniersche Schraubenflache ergibt sich als ein 


Grenzfall der der Annahme « = us B = 0, y = O entsprechenden 


Minimalfliche. Lisst man niémlich K+w an die Stelle von w treten 
und setzt 


ie, cD w a i 5 SW 
em city Ve array reac 
x, — Ue Y, —- RV, 2, — RW, 


so ergibt sich beim Uebergange zur Grenze k = 1 nach ausgefiihrter 
Elimination die Gleichung der Schraubenfliche 


Y,+ 4, tgu, = QO, 
Setzt man dagegen 


a, = Ri, yl = KV, el = RiW,, 
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2 
d.h. biegt man die der Annahme a = ie paseo) enue 


sprechende Minimalfliche in der Weise, dass sie ihre Kigenschaft 
Minimalflache zu sein nicht verliert und dass den Kriimmungslinien 
der urspriinglichen Flache die Asymptotenlinien der Biegungsfliche 
entsprechen, so zeigt sich, dass die auf die angegebene Weise ent- 
stehende durch die obigen Gleichungen dargestellte Biegungsfliche 
die Ellipse 


Lot x0 


enthalt, welche eine geoditische Linie der Fliche ist. Die Punkte 
dieser Ellipse entsprechen den rein imaginiéren Werthen der Grosse w. 
2. Setzt man «o=0, B =k,y =O, so erhadlt man fiir »v = K’ 
eine Hyperbel, welche eine geoditische Linie der dieser Annahme 
entsprechenden Minimalflache ist. Es ergibt sich némlich fiir 


&, = HKU,, y, = REV,, 2, = RAW,, v = K’, 


Us . 
ao, aT yr = 1, Yeas 
3. Die der Annahme « = 0, 8 = 0, y = 1 entsprechende Mi- 
nimalflache ist durch die Eigenschaft charakterisirt, dass auf derselben 
eine Ellipse legt, welche eine kiirzeste Linie der Fliache ist. 
Setzt man némlich 


eee Ue Oa Na ee 
so erhdlt, man fiir den Werth v = 0 


ws 


arty il, Z=0. 


dp as 0, 
Aus diesem speciellen Falle kann man zwei Grenzfalle herleiten, in- 
dem man den Modul & in die Grenzwerthe k = 0 und & = 1 tber- 
gehen lasst. 
Fiir & — 0 erhdlt man die Minimalfliche, welche durch Rotation 
der Kettenlinie um ihre Directrix als Axe entsteht. 
Vor dem Uebergange zur Grenze k’ = O setze man 


iy Revere es 
aa 4 k? 


und lasse K+w an die Stelle yon w treten; dann erhalt man fiir 
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linhe—e0 
Ww 


=m (ee), y= ma (e"—6 Y= Hg ldwit (ee). 


Die durch diese Gleichungen dargestellte Minimalflache enthalt die 


Parabel 
4,=0, ¥ = 3%; Z=% 


und die Cycloide 
, = 0, ¥, S)t(1—cos20), 4, = —$Qv4sin2), X= 0 


als geoditische Linien. 

Die Raumcurven vierten Grades des allgemeinen Falles werden 
in diesem Grenzfalle durch Parabeln, die einhiillenden Kegel werden 
durch einhiillende parabolische Cylinder vertreten. Es ist also 
die durch. die vorstehenden Gleichungen bestimmte Minimalflache 
identisch mit derjenigen transcendenten Minimalflache, fiir welche 
Herr Catalan im 37. Hefte des Journal de I’Kcole polytechnique 
p- 160—168, 1858 (Comptes rendus, Tome XLI. p. 1022, 1855) eine 
geometrische Construction gegeben hat. 

4, Setzt man « = sine, B = 0, y = cose, so schneiden die 
einhiillenden Kegelflichen und die denselben zugeordneten Kugel- 
flichen einander in Kreisen, und zwar liegen alle diese Kreise in 
parallelen Ebenen. Die getroffene Festsetzung fiihrt also zu den im 
Eingange erwahnten Flachen, und man erhilt den Satz: 

Wenn eine Minimalflache einen Kegel oder Cylinder 
zweiten Grades lings eines Kreisschnittes bertihrt, so 
enthalt dieselbe eine einfach unendliche Schaar von 
Kreisen, welche in parallelen Ebenen liegen. 


EE, 


Im Vorhergehenden ist gezeigt worden, dass es eine von vier 
Parametern («,6,y,hk) abhingende Mannigfaltigkeit von Minimal- 
flichen gibt, welche die Eigenschaft haben, von einer Schaar concy- 
clischer Kegel zweiten Grades umhiillt zu werden. 

Man kann nun die Frage aufwerfen, ob es ausser diesen Minimal- 
flachen tiberhaupt noch andere Minimalflichen gibt, welche von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades eingehiillt werden ? 

Um diese Frage zu beantworten kann man folgenden Weg ein- 


schlagen, 
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Wenn irgend eine Fliche von einer Schaar von Kegeln zweiten 
Grades umhiillt wird, so wird dieselbe von jedem Kegel der Schaar 
lings der Schnittlinie desselben mit dem unendlich benachbarten Kegel 
der Schaar, also, allgemein zu reden, lings einer Raumcurve vierten 
Grades beriihrt, welche in dem Mittelpunkte der Kegelfliche einen 
Doppelpunkt besitzt. Eine solche Curve kann stets erklirt werden 
als Schnittlinie der Kegelfliiche mit einer durch ihren Mittelpunkt hin- 
durchgehenden Fliche zweiten Grades. Legt man nun im Wesent- 
lichen die im Vorhergehenden benutzte Bezeichnungsweise zu Grunde 
und setzt v=», u =k? tg’amv,i, x = y, = 4, = 0, so bedeuten 


; Z 


; Xx ; Ng 
Hh so PTS Be Yy = O eras ara B= (a= 
ot woth to 


die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer Kegelfliche zweiten 
Grades. Dieser Kegel sei ein Kegel der Schaar, und es sei 
Aa?+ By?+ C2?+2Dy 24282 a +2Fa'y = ax'+ by'+ cz 


die Gleichung einer Fliche zweiten Grades, welche durch die Schnitt- 
linie jener Kegelflache mit der unendlich benachbarten Kegelflache der 
Schaar hindurchgeht. Auchin diesem Falle erhalt man fiir die Punkte 
der Schnittlinie die Griese @ durch elliptische Functionen der unab- 
hingig verdnderlichen Grosse w rational ausgedriickt. 

Werden nun durch die Gleichungen 


p= w+if (Zdy’—Yae'), 
a y+i | (Xde'—Zae’), 
w= e'4i f (Vdx'—Xay’) 


drei Functionen U, V, W eines complexen Argumentes w = w_ be- 


: : CU dV. - Cae 
stimmt, so sind deren Ableitungen che Faery, rationale Func- 


tionen elliptischer Functionen der Grésse w; die Functionen U, V, W 
sind also elliptische Integrale. 

Es entsteht jetzt itiberhaupt die Frage: Welche Bedingungen 
miissen erfiillt sein, damit auf der durch die Gleichungen 


2=RU, y= RV, c= RW 


bestimmten Minimalfliche eine Schaar von algebraischen Curven 
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liege, zu welcher die fiir reelle Werthe von w sich ergebende Curve 
gehort ? 

Um diese Frage zu beantworten bezeichne man die zu U, V, W 
conjugirten complexen Gréssen mit U,, V,, W,. Dieselben sind Func- 
tionen einer complexen Grésse w, und zwar entsprechen conjugirten 
Werthen der Argumente w, w, conjugirte Werthe von U, U,, V, V,, 
Wee, 

Nach diesen Festsetzungen stellen die Gleichungen 


a= 2(U+U), y= 4(V4h,), 2 =4(W+W,) 


die in Rede stehende Minimalfliche ebenfalls dar, vorausgesetzt, dass 
den beiden Argumenten w und w, stets conjugirte Werthe beigelegt 
werden. 

Wird dagegen zwischen den beiden. Argumenten w und w, eine 
bestimmte Relation 


y(w,w,) = 0 


festgesetzt, der zufolge jede der beiden Variablen eine Function der 
andern wird, so stellen die vorstehenden Gleichungen nicht mehr eine 
Flache, sondern nur noch eine Linie dar, da die Ausdriicke auf der 
rechten Seite in Functionen eines Argumentes iibergehen. 

Es soll nun angenommen werden, diese Linie sei eine algebraische 
Raumeurve, d. h. es wird vorausgesetzt, dass zwischen den drei Coor- 
dinaten a, y, 2 zwei von einander unabhingige Gleichungen 


G(x,y,2) = 0, H(z,y,2) = 0 


bestehen, wo G und H zwei ganze Functionen bezeichnen. 
Aus der Beriicksichtigung des Umstandes, dass dG und dH fiir 


denselben Werth von oe 
eine dritte Gleichung 


oG aU | 0G aV Ra ees LAE: oH dV, 0H aW, 
6a dw dy dw dz dw Oz dw, Oy dw,’ d¢ dw, 
le aU OG edV 0G eM, ae ¢U 0H OV V0 ad Va 
Ox dw Ox 


“dw, dyed weiwde ie Sabeip Ge” dw 


gleich Null sein miissen, ergibt sich dann 


= 0, 


deren Coefficienten rationale Functionen elliptischer Functionen von 
w und w, sind. 


Jede der drei Gréssen x, y, 2 ist also eine algebraische Function 
yon snw und sn w,. 
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Denkt man sich diese algebraischen Functionen in cine der beiden 
Gleichungen G = 0 oder H = 0 eingesetzt, so ergibt sich auch 
zwischen snw und snw, eine algebraische Gleichung. 

Mieraus folgt: Jede der drei Gleichungen 


@= 3(U+U,), y=a(V+",), 2=4(W+W,) 


stellt dar eine lineare Relation zwischen elliptischen Integralen mit 
demselben Modul, deren obere Grenzen algebraisch von einander ab- 
hangen, und algebraischen Functionen dieser Grenzen; es ist also die 
zwischen snw und snw, bestehende algebraische Relation eine solche, 
welche eine Transformation eines elliptischen Integrales in ein 
ebensolches mit demselben Modul, vermehrt um eine algebraische 
Function, vermittelt. Also besteht unter den angegebenen Voraus- 
setzungen nach einem yon Abel aufgestellten Lehrsatze zwizchen den 
Gréssen w und w, selbst eine lineare Relation 


WwW, = m-wt+n. 


Der Multiplicator m ist an die Bedingung gekniipft, rational zu sein, 
wenn er reell ist; imaginir kann derselbe nur dann werden, wenn der 
Modul & zu denjenigen gehért, fiir welche complexe Multiplication 
stattfindet. Aus diesem Grunde kann m nicht von dem Parameter 
der algebraischen Curvenschaar abhangen und hat daher fiir alle 
Curven der Schaar denselben constanten Werth +1, wie fiir die der 
Annahme w, = w entsprechende Curve der Schaar. Die Grosse n 
aber ist von dem Parameter der Schaar abhingig. Da w und w, con- 
jugirte Werthe haben, wenn der entsprechende Punkt der Flache 
reell ist, so ist der Grosse » ein rein imaginérer Werth beizulegen. 

Hieraus folgt: 

Wenn die durch die Gleichungen x = RU, y = RV, 2 = RW 
bestimmte Minimalfliche eine Schaar algebraischer Curven enthalt, zu 


welcher die fiir w, = w sich ergebende Raumcurve vierten Grades 
gehért, so entsprechen diese Curven der Annahme w = w+, 
v = const. 


Damit aber fiir jeden constanten Werth von v und fiir reelle 
Werthe der verinderlichen Grésse « der Annahme w = w+ v7 eine 
auf der Minimalfliche liegende algebraische Curve entspreche, 
muss die Bedingung erfiillt sein, dass die reellen Theile der drei 
Functionen U, V, W algebraisch von snw abhiingen. Anderer- 
seits ist das Erfiilltsein dieser Bedingung hinreichend, um schliessen 
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zu kinnen, dass jedem constanten Werthe der Grésse v eine auf der 
Minimalflaiche liegende algebraische Curve entspricht. 

Die gestellte Aufgabe, alle Minimalflachen zu finden, welche von 
einer Schaar von Kegeln zweiten Grades umbhiillt werden, gestattet 
nun folgende Liésung. 

In Folge der Gleichung 


CNG) 1=—k >. ny : ee tLe 
eats (Vee ae (utvit+K+K%), TE 


ist der Ausdruck auf der linken Seite eine analytische Function des 


Argumentes « = w. Diese Gleichung vermittelt demnach die con- 
forme Abbildung der Kugeloberflache X°+Y°+Z* = 1 und damit 
zugleich der Minimalfliche auf die Ebene, deren Punkte die Werthe 
der complexen Griésse w geometrisch darstellen. Der Axe des Reellen 
in der w-Ebene entspricht der spharische Kegelschnitt 


x? y 7 ee 
Gaile Phe =U), “u, = k* tg am Uy t. 
0 0 0 


Durch dieselbe Gleichung ist auch das sphirische Bild der der Linie 


erg eee 


w= u+vi, v = const., auf der Minimalfliche entsprechenden Curve 
bestimmt, und zwar entspricht dieser Linie der spharische Kegelschnitt 
XG x2 Lae 


‘al, taqudabte a eet i 


welcher zu dem vorher betrachteten confocal ist. 

Wenn demnach die durch die Gleichungen 7 = RU, y = RV, 
z= RW dargestellte Minimalfliiche laéngs jeder Linie, welche der 
Annahme 


XP4+Y°+ 7? = 1, 


w= u+vi, v = const. 
entspricht, von einem Kegel zweiten Grades beriihrt wird, so ist 
dieser Kegel mit dem fiir v = 0 sich ergebenden Kegel zweiten 
Grades concyclisch. 

Wenn mithin eine Minimalfliche die Eigenschaft hat, von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades umhiillt zu werden, so sind diese 
Kegel concyclisch. 

Die in dem ersten Theile der vorliegenden Abhandlung unter- 
suchten Minimalflichen sind demnach die einzigen Minimalflachen, 
welche die Eigenschaft haben, von einer Schaar von Kegeln zweiten 
Grades umhiillt zu werden. 


Unterstrass bei Zitirich, 1875. 


Ueber einige nicht algebraische Minimalflichen, 
welche eine Schaar algebraischer Curven 
enthalten. 


Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 87, S. 146—160. 


Die bis jetzt genauer untersuchten nicht algebraischen Minimal- 
flachen, welche eine Schaar algebraischer Curven enthalten*), besitzen 
folgende Eigenschaften: 

1. Die transcendenten Functionen, von welchen die ana- 
lytische Bestimmung dieser Flaichen abhingt, sind bei passender Wahl 
der unabhingigen Variablen entweder Logarithmen, oder ellip- 
tische Integrale ersterund zweiter Art, welche zureellen 
Invarianten gy, und g, gehoren. 

2. Langs jeder Curve der auf einer dieser Flachen liegenden 
Schaar algebraischer Curven hat der reelle oder der imaginire Be- 
standtheil des in Betracht kommenden Logarithmus, beziehungsweise 
elliptischen Integrals erster Art, einen constanten Werth. In 
Folge dieses Umstandes gestattet jede der erwihnten Flachen eine 


*) 1. Die Meusniersche Schraubenfliche, 

2. die durch Rotation der Kettenlinie um ihre Directrix als Axe ent- 
stehende Rotationsflache, das Catenoid Plateau’s, 

3. die von Herrn Catalan aufgefundene Minimalflache, welche eine Schaar 
von Parabeln enthalt, 

4. die von Riemann und von Herrn Enneper untersuchten Minimalflachen, 
welche eine Schaar von Kreisen enthalten, 

5. die Minimalflachen, welche von einer Schaar von Kegeln zweiten 
Grades umhiillt werden. Diese Flachen enthalten die unter 1. bis 4. angefiihrten 
als specielle Fille, beziehungsweise als Grenzfalle. (S. den diese Flaichen betreffen- 
den auf S. 190—204 dieses Bandes abgedruckten Aufsatz. } 
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a 


solche conforme Abbildung auf eine Ebene, dass der Schaar von alge- 
braischen Curven, welche sie enthalt, in jener Ebene eine Schaar von 
parallelen Geraden entspricht. 

8. Die erwahnten Flachen sind einander paarweise zuge- 
ordnet, in der Art, dass von je zwei einander zugeordneten Flachen 
jede eine Biegungsfliche der andern ist, wahrend den Kriimmungs- 
linien der einen die Asymptotenlinien der andern entsprechen und 
umgekehrt. Hierbeistehen die auf den Flachen eines Paares liegenden 
zwei Schaaren von algebraischen Curven in der Beziehung zu ein- 
ander, dass die Curven der einen Schaar die Biegungslinien der 
orthogonalen Trajectorien der Curven der andern Schaar sind 
und umgekehrt. 

Man kann nun die Aufgabe stellen: 

Alle nicht algebraischen Minimalflachen zu _ be- 
stimmen, welche eine Schaar algebraischer Curven 
enthalten. 

Einen Theil der Lésung dieser allgemeinen Aufgabe enthalt 
die vorliegende Abhandlung. 


i 


Es seien v, y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen 
Punktes einer gegebenen algebraischen Curve, X, Y, Z die Cosinus 
der Winkel, welche eine Normale dieser Curve im Punkte 2, y, 2, 
deren Lage sich langs der Curve nach einem gegebenen algebraischen 
Gesetze andert, mit den Coordinatenaxen einschliesst. 

Es wird vorausgesetzt, es seien a, y, 2, X, Y, Z gegebene ra- 
tionale Functionen zweier Variablen ¢, +, zwischen denen eine un- 
zerlegbare algebraische Gleichung von der Form F(t,+t) = 0 besteht, 
in der Weise, dass auch umgekehrt ¢ und 7 als rationale Functionen 
von z, y, @€, X, Y, Z dargestellt werden kénnen. Alle Coefficienten 
werden als reell vorausgesetzt. 

Wird nun mittelst des im Art. V der Miscellen*) angegebenen 
Systems von Gleichungen eine Minimalfliche bestimmt, welche die 
gegebene Curve enthilt, und deren Normale in jedem Punkte dieser 
Curve mit der vorher erwahnten Normale der Curve zusammenfillt, 
so sind die Gréssen s und §(s), von denen die analytische Bestimmung 


*) Siehe 8. 179 dieses Bandes, 
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dieser Minimalfliche abhingt, durch die Gréssen ¢, t rational aus- 
driickbar, wie aus den Gleichungen 


ke Se & 
Ye Ze! 
Pay = dx + 1(Zdy —Ydz) _ dy +i(Xde—Zdz) _ dz+t(Yda—Xdy) 
(1—s’)ds i(1+ s*)ds 2s ds 


hervorgeht. 

Hieraus folgt, dass die durch die beiden Gréssen s, %(s) be- 
stimmte Klasse von algebraischen Functionen unter der durch die 
Gréssen ¢t, t bestimmten Klasse enthalten ist. 

Im Allgemeinen, d. h. wenn die Functionen x, y, 2, X, Y, Z 
nicht speciellen Bedingungen geniigen, wird es auch umgekehrt miég- 
lich sein, die Gréssen ¢, t rational durch die Grissen s und %(s) aus- 
zudriicken. Unter dieser Voraussetzung wird, wenn s, und %,(s,) die 
zu s und %(s) conjugirten complexen Gréssen bezeichnen, auch s, und 
®,(s,) rational durch ¢ und t und umgekehrt ¢ und t durch s, und 
@1(8,) rational ausdriickbar sein, und es wird hierdurch eine rationale 
Transformation zwischen s, %(s) einerseits und s,, %,(s,) andererseits 
erhalten, welche eindeutig umkehrbar ist. 


IL 


Wenn eine Minimalfliche eine Schaar algebraischer Curven 
enthalt, so bestimmt jede Curve der Schaar in Verbindung mit der 
auf der Kugel vom Radius 1 durch parallele Normalen ihr entspre- 
chenden Curve eine bestimmte Klasse von algebraischen Functionen, 
unter welcher die durch die Gréssen s und %(s) bestimmte Klasse 
enthalten ist. 

Das Umgekehrte findet nicht immer statt; denn, wenn z. B. die 
Minimalflache eine algebraische Fliche ist, so kann man auf derselben 
in unendlich mannigfaltiger Weise eine Schaar von algebraischen 
Curven wiihlen, so dass die durch die einzelnen Curven der Schaar 
bestimmten Klassen von algebraischen Functionen in der durch s und 
%(s) bestimmten Klasse nicht enthalten sind. 

Es kann aber auch der Fall eintreten, dass auf einer nicht alge- 
braischen Minimalfliche eine Schaar von algebraischen Curven liegt, 
welche in der durch s und %(s) bestimmten Klasse nicht enthalten 
sind. (S. das Beispiel 3 des Art. IV.) 

Im Folgenden wird nun der Fall etwas genauer untersucht, in 
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welchem die algebraische Klasse jeder auf der Minimal- 
fliiche liegenden Curve der Schaar unter der durch s 
und ¥(s) bestimmten algebraischen Klasse enthalten ist. 

Ist diese Bedingung erfiillt, so sind, wenn die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes einer Curve der Schaar 2, y, 2, und des demselben 
entsprechenden sphirischen Bildes X, Y, Z in der im Art. I ange- 
gebenen Weise durch zwei Grossen ¢, + rational ausgedriickt werden, 
fiir jede Curve der Schaar die beiden Grissen ¢ und t 
durch die beiden Grissens und G(s) rational ausdriick bar. 

Beweis. Zwischen den Grissen s, ¥(s), Z-y, 4, X, Y, Z, 
U, V, W bestehen ausser den bereits angefiihrten folgende Gleichungen 


z= RU, JVs, 2 == RW, 
dU = (1—s?)(s)ds, dV = i(1+s)G(s)ds, dW = 2H (s)ds, 
dU = dx+i(Zdy—Ydz), dV = dy+i(Xdze—Zdz), dW= dz+i(Yd«—X dy), 
Xdz+Ydy+Zdze=0, XdU+ YdV+ZdW = 0, (dU)’+ (dV )?+ (dW )’=0, 
4447 = 1, dU-da+dV-dy+dWw-dz = dx’+ dy’?+dez’, 
dW. dy—dV-dz . dU-de—dW .dz _. dV-dx—dU- dy 


da? + dy?+ dz Abe da? + dy’?+ dz’ year dz?+dy+dz* ° 


X=: 


Wenn nun die Coordinaten x, y, 2 eines beliebigen Punktes einer der 
Schaar angehérenden Curve durch die beiden Gréssen s und §(s) ra- 
tional ausdriickbar sind, so sind in Folge der vorstehenden Gleichungen 
auch die Gréssen X, Y, Z rational durch s und ¥(s) ausdriickbar, 
und hieraus ergibt sich, in Folge einer beziiglich der Grissen ¢, + 
getroffenen Voraussetzung, dass auch die Gréssen ¢ und + rational 
durch die Gréssen s und %(s) ausdriickbar sind, was in dem oben 
ausgesprochenen Satze behauptet wurde. 

Unter der angegebenen Voraussetzung gibt es also eine Schaar 
rationaler eindeutig umkehrbarer Transformationen zwischen s, § (s) 
einerseits und s,, §,(s,) andererseits, da, wie im Art. I ausgefiihrt 
wurde, jede Curve der Schaar eine solche Transformation nach 
sich zieht. F 

Folglich gibt es auch eine Schaar rationaler eindeutig umkehr- 
barer Transformationen der zwischen s und %(s) bestehenden alge- 
braischen Gleichung in sich selbst. 

Hieraus ergibt sich nach einem Lehrsatze, welchen ich in dem 
Aufsatze ,Ueber diejenigen algebraischen Gleichungen zwischen zwei 
verdnderlichen Gréssen, welche eine Schaar rationaler eindeutig um- 
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kehrbarer Transformationen in sich selbst zulassen“ *) bewiesen habe, 
dass die Gréssen s und %(s) entweder rationale Functionen 
oder eindeutige elliptische Functionen einer uwnab- 
hangig verdnderliehen Grisse sind. 


(gue 
dU dV aw 


Wenn Waar at rationale Functionen einer unabhingig 


veriinderlichen Grésse ¢ sind, so ist nothwendig und hinreichend, da- 
mit die zugehdrende Minimalfliche eime Schaar algebraischer Curven 
enthalte, dass, wenn mit 


XA, log ¢@—t,), 2B, log (¢—t,), XC, log ¢—t#,) 


die in U, V, W vorkommenden logarithmischen Glieder bezeichnet 
werden, die Gleichungen 


RA, log (¢—t,) = const., RZ B, log (¢{—t,) = const., R=C, log (¢—t,) = const. 


in der ¢-Ebene dieselbe Schaar algebraischer Curven dar- 
stellen. 

Damit diese Gleichungen dieselbe Curvenschaar darstellen, ist 
nothwendig und hinreichend, dass 


XA, log ¢—t,), 2 B,log ¢—2,), XC, log (¢—i,) 


in constantem reellem Verhdltnisse stehen. Mittelst einer Coordi- 
natentransformation kann man in diesem Falle bewirken, dass nur 
W, nicht aber U und V logarithmische Glieder enthalt, dass also alle 
Coefficienten A, und B, gleich Null sind. 

Damit die Gleichung 


HEC, log (¢—7,) = const. 


eine Schaar algebraischer Curven darstelle, ist nothwendig und 
hinreichend, dass alle Coefticienten C, entweder reelle oder rein ima- 
giniire Werthe haben und dass die Verhidltnisse je zweier unter ihnen 
rational sind. 


lee 


Es sollen nun einige specielle Fille von nicht algebraischen Mi- 
nimalflichen genauer untersucht werden, welche der im Art. III ins 
Auge gefassten besonderen Art angehéren. 


*) Abgedruckt im zweiten Bande der vorliegenden Ausgabe. 
Schwarz, Gesammelte Abhandlungen., I. 14 
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1. Die Functionen U und V werden fiir zwei Werthe ¢ und ¢” 
von ¢ unendlich gross erster Ordnung. 
In diesem Falle erhilt man (¢—t’)*- (¢—?")’ als gemeinsamen Nenner 


der drei Ausdriicke aie dee Setzt man nun 


dw _. , (t—¢,)-(¢—e,) 
dig Bae (bt) ee 


so ist in Folge der Gleichung 


dU+idV dU-idV _ ele : 
Seat dt on dt 
dU + 7dV 12 (é—c,)” 
ee (eo 
dt oO Npeat oben 
dU-idV om. _ (t=) 
di ° G-t) ¢-t'p 


zu setzen. Damit nun U und V, also auch U+iV und U—(V ein- 
deutige Functionen von ¢ seien, ist nothwendig und hinreichend, dass 
die beiden Gleichungen 


(¢,—@') - (¢,—?2”) —— 0, (c,—t’)-(¢,—t") = 0 
erfiillt sind. Man kann also 


Cement Cee 


setzen und erhalt dann, von additiven Constanten abgesehen, 


; 1 : 1 cic” aes 
ee ee ee TV as et ae OO 
+4 C t—t’’ U—iV € jae “am 7 log poe 


In diesem Falle stellen die Gleichungen 
Ca— NO 1 =) eee 


die Meusniersche Schraubenfliche oder die durch Rotation ’ der 
Kettenlinie um ihre Directrix als Axe entstehende Rotationsflache 


¢ ; . Cie ; : 
dar, jenachdem die Grésse foe einen reellen oder einen rein ima- 
gindren Werth hat. 


2. Die Functionen U+7V und U—iV werden fiir zwei Werthe 


von ¢, némlich fiir ¢ = 0 und fiir ¢ = oo, unendlich gross zweiter 
Ordnung. 


Setzt man in diesem Falle 
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aw = jc'¢" (t—c,) (t—¢,) (t—¢,) ¢—e¢,) 
dt a i Z 


so sind zwei Anordnungen zulissig: 


dU+idV on ¢—e)*(t—e, (Qe) | Ut iaV _ ge Exe) (t—<) 


dt ha y dt ek Or } 
dU—idV Bere 6) C= 6) dU—idV mn (t—¢,)*(t—¢,) 
—— a £ =) dia. Gags ee 
hee aC Pacer C4 _(¢—¢,)(t—¢,) 
C) C=C, Cy (t—¢,)(¢—e,) 


Damit nun U und V keine logarithmischen Glieder enthalten, miissen 
die Gleichungen 


C+ 2(¢,4+6,)¢,+¢,¢, = 0, | ¢+4¢c,¢+¢ = 0 
+2 (e+¢,)¢+¢,¢, = 0 e+4¢¢+¢ = 0 
erfiillt sein, aus denen sich 
c 


a (2—V3)e,, 


eee ts (2—Vv3)¢, 


Oe (¢,+ Cy) ap Ve ae C,0,+ 6, 
Coe (e,+ Cy) = Ve+ C,6,+ C3 


3 


ergibt. Der in W vorkommende Logarithmus von ¢ hat den Coeffi- 
cienten 
—Miele"( +6,¢,4-02). | —iclc” (2—V3)(6,—c,)% 


Hat dieser Coefficient einen reellen oder einen rein imagindéren Werth, 
so enthalt die zugehérende Minimalflaéche eine Schaar algebraischer 
Curven des vierten Grades, welche der Curvenschaar 


Klog¢ = const., beziehungsweise %7log¢ = const. 
entspricht. 
Unter den auf die angegebene Weise bestimmten, von zwei we- 


c! 
sentlichen Constanten, ndmlich den Verhaltnissen 7 und rn abhin- 


genden Minimalfliichen ist eine einfach unendliche Manin ctaltiekert 
durch die Bedingung ausgezeichnet, dass die Grésse W ausser dem 
logarithmischen Gliede nur Potenzen von ¢ mit geradem Exponenten 


enthalten soll. 
Damit dieses eintrete, ist in Folge der Gleichungen 


C.+6,+6,+¢, = — (¢,4+¢,) | C++ ¢+¢, = (V3—1)(¢4,+¢) 


nothwendig und hinreichend, dass c, = —¢, gesetzt werde. 
14* 
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In diesem Falle kann man ohne Beschriinkung der Allgemeinheit 


V3 +1 v3+1 
¢, = ih. Co —1, Ci ae Oy = fe 

v3 — ¥3—1 
Ca==El, “E£ = if Eg= Va y a= Va 


setzen, wihrend das Verhaltniss c):c? willkiirlich bleibt. Setzt man 


auch noch c, = c = 1, so erhilt man folgende specielle Gleichungen 
eee), U = 401), 
Veet), V = 2y2i(t+t), 
W = 4-0") 2rlogt, W = li(?—t”)—4tlogt, 
tel! ee 
cae ere eae a 


Aus den Gleichungen auf der linken Seite ergeben sich, wenn 
t = r-e” gesetzt wird, die folgenden 


n= 4 (+17) c0s2g, y = —2(r—1") sing, «= —$(r°-+77) sin 2p + 2g, 


pint rer —1 
pert 1” 
Diese Gleichungen stellen, wenn gy = (2n+1)4m gesetzt wird, fiir 


jeden ganzzahligen Werth von m eine Parabel dar. Alle diese Pa- 
rabeln liegen auf dem parabolischen Cylinder 


y = —8(«+1). 


Da fiir die angegebenen Werthe von m der absolute Betrag der 
Grésse s gleich 1 ist, so liegen die lings jeder von diesen Parabeln 
construirten Normalen der Minimalflaiche in der Ebene der betreffen- 
den Parabel. Die durch die obigen Gleichungen dargestellte perio- 
dische Minimalfléche wird daher von dem parabolischen Cylinder 
y’ = —8(«+1) langs dieser Parabeln bertihrt. Die erwihnten Pa- 
rabeln sind geoditische Linien der Minimalfliche. 

Fiir jeden constanten Werth von @ stellen die obigen Gleichungen 
ebenfalls eine Parabel dar, welche Schnittlinie der Ebene ‘i 


x ve 2—2p 
cos2m sin 2p 


= 0 
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mit dem parabolischen Cylinder 


2 


Yy 
8sin’g cos 2p 


ist. Langs jeder Parabel der Schaar wird die Minimalfliche von einem 
parabolischen Cylinder 
2 


y ye a 
Santon + tg p ae We 


bertihrt. Fiir den Werth » = 1 stellen die obigen Gleichungen eine 
in der Ebene y = 0 liegende Cycloide dar, welche eine geodatische 
Linie der Minimalfliche ist. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dass die betrachtete Minimal- 
fliche dieselbe ist, auf welche Herr Catalan im Jahre 1855 gefiihrt 
wurde und fiir welche derselbe eine geometrische Construction ge- 
geben hat. Lisst man U, V, W, in —iU, —iV, —iW iibergehen, so 
geht aus dieser Flaiche eine andere hervor, welche eine Biegungs- 
flache derselben ist. 

Auf dieser durch die Gleichungen 


e=4(r—r”) sin2p, y=2(r+r")cosp, 2=4(7"—r”) cos2p—2 logr 


dargestellten Minimalflache liegt eine Schaar von Raumcurven vierten 
Grades, in welchen die Rotationscylinder 


v’+(e+2logr)? = 1(r’—r’) 
von den parabolischen ae 
y = 472 a “(2 + 2logr) +2(r-b97) 


geschnitten werden. 

Im Punkte « = 0, y= 0, ¢ = —4(r’—r”)—2logr beriihren 
sich beide Cylinder; in diesem Punkte besitzt daher ihre Schnittlinie 
einen Doppelpunkt. Langs jeder Curve der Schaar wird die Minimal- 
-flache von einem Rotationskegel 


e+ [e+4(r?—r?) +2logr}? —_ A (r—r yy? 


beriihrt. Die z-Axe ist eine Doppellinie der Flache. Dasselbe gilt 
beziiglich der y-Axe, von welcher der zwischen y= —4 und y= +4 
liegende Theil mit reellen Flaichenelementen zusammenhingt. Die 
Endpunkte dieser Strecke sind uniplanare Doppelpunkte der Flache. 
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Ueberhaupt besitzen alle Minimalflichen, zu welchen die auf der 
linken Seite der obigen Entwickelungen zu Grunde gelegte Anord- 
nung fihrt, uniplanare Doppelpunkte, welche den Werthen ¢ = ¢, und 
je=—="c.sentsprechen., — 

Die Gleichungen auf der rechten Seite der obigen Entwicke- 
lungen (S. 212) fiihren zu einer periodischen Minimalflache, welche 
von den Ebenen 

@ = 2(2n+1)a 
in geodatischen Linien geschnitten und lings dieser ebenen Curven 
von der Cylinderflache 
w'—2(4y)'—Gy) = 0 
beriihrt wird. 

Lasst man auch bei dieser Flaiche U, V, W beziehlich in —2U, 
—iV, —iW iibergehen, so erhilt man eine durch folgende Gleichungen 
bestimmte Minimalflache 


= t4(t+r*)sin2g, 
y = 2V2(r +r) cosy, 
2= i(r—r”) cos2p —4logr. 


Fiir jeden constanten Werth von 7 stellen diese Gleichungen eine 
Raumeurve vierten Grades dar, welche Schnittlinie des elliptischen 


Cylinders 
eee 5 ul ee 
F (r+ a a L 4¢(77—r 4) 1- “ 
mit dem parabolischen Cylinder 


ToT let $?—r*) + Alogr] 


Pe 


e715 


ist. Dem Werthe r = 1 entspricht eine ebene Curve vierten Grades 
“'—2(hy)'+ Gy) = 0, «= 0, 
welche eine geoditische Linie der Minimalfliiche ist. 
Die z-Axe ist eine Doppellinie der Flache. 
3. Ein Beispiel fiir den Fall, in welchem die Function W sich 
an drei Stellen logarithmisch verzweigt, nimlich fiir die Werthe 


t= —1,¢ = +1 und t = o, ist das folgende: 
3+6?—t 
—= t =S= —______ 
8 ’ &(s) (1—#) ’ 
3t+¢° . bt+h 4e 
U = i = ee WwW = 1] —f-2 peers: 
i-% dary ech) aay 
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Die algebraischen Curven der Minimalfliche entsprechen den in der 
t-Ebene liegenden confocalen Lemniskaten, deren Brennpunkte 
die Punkte ¢ = —1 und ¢ = +1 sind. 

Dieser specielle Fall. unterscheidet sich von allen andern meines 
Wissens bisher genauer untersuchten nicht algebraischen Minimal- 
flichen, welche eine Schaar algebraischer Curven enthalten, dadurch, 
dass die algebraischen Klassen, welche durch irgend zwei der Schaar 
angehirende Curven bestimmt werden, im Allgemeinen von einander 
verschieden sind. Die Coordinaten eines beliebigen Punktes jeder 
Curve der Schaar sind darstellbar als eindeutige elliptische Functionen 
einer veranderlichen Grésse, aber die zugehdrende absolute Invariante 
aindert sich beim Uebergange von einer Curve der Schaar zur un- 
endlich benachbarten. 

In diesem Falle sind also die auf der Minimalfliche liegenden 
algebraischen Curven in der durch s und %(s) bestimmten algebrai- 
schen Klasse nicht enthalten. 


V. 


Die allgemeine Untersuchung wird jetzt an der Stelle wieder 
aufgenommen, wo dieselbe durch die Betrachtung specieller Faille 
unterbrochen wurde. 

Im Art. II ist gezeigt worden, dass die Gréssen s und %(s) 
unter den daselbst angegebenen Voraussetzungen entweder rationale 
Functionen oder eindeutige elliptische Functionen einer veranderlichen 
Grésse sind. 

In diesem Artikel wird nun der Fall genauer untersucht, in 
welchem die Gréssen s und %(s) eindeutige elliptische Functionen 
eines Argumentes w sind. 

Aus demselben Grunde, aus welchem die Coefficienten der zwi- 
schen ¢ und + bestehenden algebraischen Gleichung als reell voraus- 
gesetzt worden sind, kann man von der Annahme ausgehen, dass die 
Invarianten g, und g, der elliptischen Functionen gw und gw, durch 
welche ¢, z, s und %(s) rational ausgedriickt werden, reelle Werthe 
haben. 

Unter dieser Voraussetzung entsprechen conjugirten Werthen 
t, t, auch conjugirte Werthe wu, w, des Argumentes, und es hat daher 
die Differenz u—w, einen rein imaginairen Werth, welcher mit 2vi be- 
zeichnet werden midge. Da nun jede der rationalen eindeutig umkehr- 
baren Transformationen der zwischen s und §(s) bestehenden Gleichung 
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in die zwischen s, und %,(s,) bestehende Gleichung fiir die Grésse 
u—wu, einen constanten Werth ergibt, — die Schlussfolgerung ist 
der in dem angefiihrten Aufsatze angewandten vollig analog — so 
kann die Grésse v als Parameter der auf der Minimalfliche legenden 
Schaar algebraischer Curven angesehen werden. 

Die Gleichung w—u, = 2vi stellt, wenn v als verinderlicher Pa- 
rameter angesehen wird, in der w-Ebene eine Schaar von parallelen 
Geraden dar, lings denen der imaginiire Bestandtheil der Grosse 
wu einen constanten Werth hat. Weil aber die Grésse wu als eine 
Function des complexen Argumentes s angesehen werden kann und 
in Folge dessen die Minimalflache auf die w-Ebene conform abgebildet 
wird, so bilden die auf der Minimalfléche liegenden der Schaar ange- 
hérenden algebraischen Curven nebst ihren orthogonalen Trajectorien 
ein isometrisches Curvensystem auf der Flache, mit anderen 
Worten, die erwihnte Curvenschaar vermag nebst der zu ihr ortho- 
gonalen Curvenschaar die Minimalfliiche in unendlich kleine Quadrate 
zu theilen. 

Setzt man nun uw = w’+vi, wo w eine verdnderliche Grosse be- 
zeichnet, welche zunichst nur reelle Werthe annehmen soll, so ergibt 
sich aus der Voraussetzung, welche beziiglich der auf der Minimal- 
fliche liegenden Curven der Schaar gestellt worden ist, und aus dem 
fiir die Function gu geltenden Additionstheorem, dass die reellen 
Theile der drei Functionen U, V, W fiir jeden constanten Werth von 
v rationale Functionen yon gu’ und g'w’ sein miissen. 

Denn fiir jeden constanten Werth von v sollen die Gleichungen 


f= MU == Ve ee on 


eine algebraische Curve darstellen, welche die Eigenschaft besitzt, 
dass die Coordinaten eines beliebigen Punktes derselben durch s und 
&(s), also auch durch gu und g’w rational ausdriickbar sind. Da nun 
wu = w+ vi ist und g(u’+vi) sowohl als g’(w'+ vi) in Folge des fiir 
diese Functionen geltenden Additionstheorems durch gu’ und g'w! ra- 
tional ausdriickbar ist, so sind auch die reellen Theile voi U, V, W 
fiir jeden constanten Werth yon» rationale Functionen von gw’ 
und g’w’. 

Damit dieses eintritt, ist nothwendig und hinreichend, dass zwei 
Bedingungen erfiillt sind: : 

erstens, dass in den fiir die Umgebung irgend eines Werthes 
wu = u, geltenden Entwickelungen von U, V, W nach Potenzen von 
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u—u, fiir keinen Werth von w, ein mit dem Factor log (w—u,) be- 
haftetes Glied auftrete, mit anderen Worten, dass die Functionen 
U, V, W kein Integral dritter Art enthalten; 

zweitens, dass de Coefficienten der in den drei Functionen 

; 
U, V, W vorkommenden mit a beziehungsweise mit w multipli- 
cirten Glieder rein imaginare Werthe haben. 

Beweis. Bezeichnet U, die zu der Griésse U conjugirte Grasse, 
welche eine Function der zu der Grésse w conjugirten Grosse u, ist, 
so gilt, vorausgesetzt, dass den Gréssen w und wu, zuniichst nur con- 
jugirte Werthe beigelegt werden, die Gleichung 


2hU = U+U.,. 


Setzt man nun vw = w'+vi, u, = w—vi, so soll nach der Voraus- 
setzung fiir jeden constanten Werth von v U+U, eine rationale 
Function von gu’ und g'w’ sein; man erhilt also die Gleichung 


U+U, = Rieu’, ow’), 


in welcher # eine rationale Function bezeichnet, deren Coefficienten 
analytische Functionen des Parameters v sind. 

Man kann jetzt die Voraussetzung, dass der Variablen w’ nur 
reelle Werthe beigelegt werden sollen, fallen lassen, weil alle in Be- 
tracht kommenden Functionen analytische Functionen sind. 

Hieraus folgt, dass die Grisse U+U, als Function der jetzt un- 
beschrinkt verinderlichen Grosse w’ betrachtet fiir alle endlichen 
Werthe dieser Grésse den Charakter einer rationalen Function besitzt. 
Aus diesem Grunde ist U+U, an keiner Stelle logarithmisch 
verzweigt. 

Es kann aber auch die Grésse U an keiner'’ Stelle. logarithmisch 
verzweigt sein. 

Enthielte naimlich die fiir die Umgebung irgend eines Werthes 
u = u, geltende, nach Potenzen von w—w, fortschreitende Entwicke- 
lung von U das Glied Clog (w—w,), so wiirde die fiir die Umgebung 
des Werthes wu’ = u,—vi geltende Entwickelung von U das Glied 


- Clog [u’—(u,—vi)] und die fiir die Umgebung desselben Werthes gel- 


tende Entwickelung von U, das Glied —C log [w’—(u,—v)] enthalten 
miissen. Hieraus wiirde folgen, dass die fiir die Umgebung des 
Werthes u, = u,—2vi geltende Entwickelung von U, das Glied 
—Clog[u,—(u,—2vi)], und die fiir die Umgebung des Werthes 


\'n, 
X\, 
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u = u,+2vi geltende Entwickelung von U als Gled 

— C, log [u—(u,,, + 2v)] 
enthalten miisste, wenn u,,, C, die zu den Groéssen %,, C conjugirten 
Groéssen bezeichnen. 

Da nun die Function U innerhalb jedes Periodenparallelogramms 
jedenfalls nur an einer endlichen Anzahl von Stellen logarithmisch 
verzweigt sein kann, so besitzt dieselbe fiir den Werth u = u,, + 2v, 
wenn v nicht specielle Werthe annimmt, den Charakter einer 
ganzen Function. Es muss also CO, und demnach auch C gleich 
Null sein. 

Hiermit ist der erste Theil des obigen Satzes bewiesen. 

Weil die Functionen U, V, W unter den angegebenen Voraus- 
setzungen an keiner Stelle logarithmisch verzweigt sind, besitzen die- 
selben die Gestalt 

(A+ Bi) 2" + (C+ Di)ut Rou, e's), 
wo A, B, CO, D reelle Constanten sind und R, eine rationale Function 
bezeichnet. 

Der reelle Theil dieses Ausdruckes erhilt, wenn u = w’+vi ge- 
setzt und die Veranderlichkeit von w’ und v auf reelle Werthe be- 
schrénkt wird, nach dem fiir die elliptischen Integrale zweiter Art 
geltenden Additionstheoreme die Gestalt 


CW) BOO) 5 Cu _Do+ B,[ p(w’), ow’) (ct), eH), 


4 
eS (eet Gt) 


wo #, eine rationale Function bezeichnet. 

Dieser Ausdruck ist, wenn der Grésse v ein constanter Werth 
beigelegt wird, nur dann eine doppeltperiodische Function von w’, 
wenn A und C einzeln gleich Null sind. 

Es muss also sowohl A als auch C gleich Null gesetzt werden. 

Hiermit ist der zweite Theil der oben aufgestellten Behauptung 
bewiesen. 

Die Aufgabe: 

yAlle nicht algebraischen Minimalflaichen zu be- 
stimmen, welche eine Schaar algebraischer in dem an- 
gegebenen Sinne mit den Gréssen s und %(s) in dieselbe 
Riemannsche Klasse gehdbrender Curven enthalten,“ 
ist daher mit Ausnahme des Falles, in welchem s und §(s) durch 
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dieselbe veranderliche Grésse ¢ rational ausdrtickbar sind, allgemein 
zuriickgefiihrt auf folgendes algebraische 

Problem: 


Durch Gleichungen von der Form: 


Gh 
C= i(AutA St) 4 Riou, gu), 


vows i( Bu +B’ oe) AH (ou oun 
We i(Cu ae OF =) + F, (gu, 9'u), 


in welchen A---C reelle Constanten und F,, F,, F, ra- 
tionale Functionen bezeichnen, sollen drei linear unab- 
hingige Functionen U, V, W derselben unbeschrankt 
verdnderlichen Groésse w bestimmt werden, welche die 
Eigenschaft haben, dass die Summe der Quadrate ihrer 
Ableitungen identisch gleich Null ist. 

Die Function gu ist mit ihrer Ableitung g’w durch die Gleichung 


(g'u)’ = 4eou’—g, eu—g, 


verbunden, in welcher g, und g, zwei reelle Gréssen bezeichnen. 
Die Constante der Integration ist durch die Bedingung 


(0) = 2 
bestimmt. 
Von der Function gu hiangt die Function Gu durch die Diffe- 
rentialgleichung 
d’ log Ou 
Sa ree eA 


ab und ist durch die Bedingungen 6'(0) = 1, 6"(0) = 0 eindeutig 


bestimmt. Die Function he , ein elliptisches Integral zweiter Art, 


betrachtet als Function des elliptischen Integrals erster Art wu, ist 
durch die Gleichung 

Ou  dlogou 

Gui (asia 


bestimmt. 
Wenn es gelungen ist, drei Functionen U, V, W den Bedin- 
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eungen des obigen Problems gemiiss zu bestimmen, so stellen die 


Gleichungen 


2e= RU, y= RV, 2 = RW, 


wie sich aus dem Additionstheorem ergibt, eine Minimalflache dar, 

welche eine Schaar algebraischer Curven enthilt. Jeder Geraden der 

w-Ebene, lings welcher der imagindre Bestandtheil der Grosse u 

einen constanten Werth hat, entspricht eine Curve der Schaar. 
Unter derselben Voraussetzung stellen die Gleichungen 


a= RiU, y= RIV, 2 = KiW 


eine zweite Minimalfliche dar, welche eine Biegungsflache der vo- 
rigen ist und welche ebenfalls eime Schaar algebraischer Curven ent- 
halt. Jeder Geraden der w-Ebene, laings welcher der reelle Be- 
standtheil der Grésse w einen constanten Werth hat, entspricht eine 
algebraische Curve auf dieser zweiten Minimalfliche. 

Bemerkung. Der einfachste Fall der im letzten Artikel be- 
trachteten Minimalflachen ergibt sich, wenn die mit U, V, W bezeich- 
neten Functionen der Bedingung unterworfen werden, innerhalb jedes 
Periodenparallelogramms nur fiir zwei Werthe des Argumentes w und 
zwar von der ersten Ordnung unendlich gross zu werden. Eine néhere 
Untersuchung zeigt, dass in Folge der iibrigen Bedingungen des 
Problems die Differenz dieser beiden Werthe eine halbe Periode sein 
muss. Als allgemeine Gleichung der durch die angegebene Bedingung 
charakterisirten Minimalflichen ergibt sich bei passender Wahl des 
Coordinatensystems 


Gy 2 
(2-4 a7) +y’—(ge—e,) = 0. 


Es ist hierbei vorausgesetzt, dass die drei Wurzeln e,, e,, e, der 
Gleichung 4s*—g,s—g, = 0 reelle Werthe. haben und dass 


(¢, = e;) Oe es) = 1 
ist. Die betrachteten Flichen, welche von den Ebenen z = const. 
in Kreisen geschnitten werden, stimmen mit den von Riemann und 
von Herrn Enneper untersuchten eine Schaar reeller Kreise enthal- 
tenden Minimalflichen iiberein. 


Gottingen, 1875. 


Sur les surfaces 4 courbure moyenne nulle sur 

lesquelles on peut limiter une portion finie de 

la surface par quatre droites situées sur la 
surface. 


Lu le 9. Avril 1883. Comptes rendus de l'Académie des sciences, Tome XCVI. p. 1011. 


‘A Voccasion d’un Mémoire récemment publié par M. le Dt 
Edouard Neovius, de Helsingfors, et intitulé: Détermination de 
deux surfaces spéciales périodiques a courbure moyenne nulle, qui con- 
tiennent un nombre infini de lignes droites et en méme temps un nombre 
infini de courbes géodésiques planes, je demande a l’Académie la per- 
mission de présenter les remarques suivantes. 

Les surfaces a courbure moyenne nulle sur lesquelles on peut 
limiter une portion finie par quatre lignes droites formant quatre 
arétes d’un tétraédre offrent cette propriété bien remarquable, que, 
dans le cas général, la surface est composée d’un nombre infini de 
parties égales entre elles; car chaque droite située sur une surface 
& courbure moyenne nulle est un axe de symétrie de la surface, qui 
peut ainsi étre déduite par le prolongement analytique de chacune 
de ses portions. 

Dans le cas général, il est aisé de voir que, dans chaque portion 
finie de l’espace, il entre un nombre infini de répétitions des quadri- 
latéres & surface courbe en question. 

Mais il y a des cas d’exception. J’ai trouvé quil n’y a que / 
cing surfaces & courbure moyenne nulle sur lesquelles on puisse li- 
miter entiérement une portion finie de la surface par quatre lignes 
droites, et qui jouissent, en outre, de la propriété que, dans chaque 


x) . U fa 
J eH Ew A DAK, 
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portion finie de l’espace, il n’entre qu’un nombre fini de répétitions 
dun tel quadrilatére a surface courbe. 

Pour ces cing surfaces, toutes les lignes droites qu’elles con- 
tiennent sont paralléles aux axes de symétrie d’un cube. On pourrait 
sans doute déduire ce résultat du travail deM.Camille Jordan sur 
les groupes de mouvements. J’y suis arrivé par une voie toute 
différente. 

J’ai étudié deux de ces cing surfaces dans mon Mémoire intitulé: 
Détermination W@une surface spéciale a courbure moyenne nulle. Berlin, 
187 1,*) 

La troisiéme est l’objet du beau travail de M. Neovius, qui 
ne laisse presque plus rien a désirer sur la question. 

La quatriéme et la cinquiéme de ces surfaces n’ont pas été étu- 
diées jusqu’a présent d’une maniére approfondie. 

Les équations de ces cing surfaces peuvent étre données au 
moyen de fonctions elliptiques des coordonnées rectangulaires. 

Je serais heureux que l’Académie voultit bien m’autoriser, dans 
la prochaine séance, 4 mettre sous ses yeux quelques expériences a 
Vaide d’un liquide glycérique composé d’aprés une méthode nouvelle, 
et 4 lui montrer quelques modéles qui se rattachent 4 ces cing sur- 
faces spéciales. 


*) Voir p. 6 de ce tome. 


Ueber ein die Flachen kleinsten Flacheninhalts 
betreffendes Problem der Variationsrechnung. 


Festschrift zum siebzigsten Geburtstage des Herrn Karl Weierstrass. 


Acta societatis scientiarum Fennicae, tomus XV. p. 815—3862. 


Zum 31%” October 1885. 


Hochverehrter Herr Professor ! 


Um Ihnen zu dem Tage, an welchem Sie auf siebzig Lebensjahre 
zurtickblicken, durch eine wissenschaftliche Arbeit eine Freude zu bereiten, 
habe ich die Beschiftigung mit einer Frage wieder aufgenommen, deren 
Bearbeitung Sie vor ewanzig Jahren einigen Ihrer Zuhorer empfohlen 
haben. 

Das Ergebniss, zu welchem ich durch Anwendung von Schlussweisen, 
die von Ihnen ausgebildet worden sind, gelangt bin, enthalten die folgenden 
Blatter; ich bitte Sie, dieselben als ein Zeichen dankbarer Gesinnung 
freundlich aufnehmen zu wollen. 


Verehrungsvoll 


H. A. Schware. 
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Erster Theil. 


Ueber Minimalflachenstiicke, 
welche bei unveriindert gelassener Begrenzungslinie 
ein Minimum des Flicheninhalts besitzen. 


Te 
Zweiunendlich benachbarte Minimalflichensticke. 


Eine Minimalfliche ist eine analytische Fliche, welche die Kigen- 
schaft besitzt, dass in jedem Punkte derselben die beiden Haupt- 
kriimmungshalbmesser der Fliéche gleich gross und entgegengesetzt 
gerichtet sind. 

Es sei M ein ganz im Endlichen legendes, von einer endlichen 

Anzahl von Stiicken analytischer Linien begrenztes, einfach zusanimen- 
haingendes, in seinem Innern keinen singuléren Punkt enthaltendes 
Stiick einer Minimalfliche. Der Flacheninhalt dieses Flachenstiickes 
werde mit 8, seine Begrenzungslinie mit L, die Liinge eines Elementes 
dieser Begrenzungslinie mit dL bezeichnet. 
Es sei M’ ein dem Minimalflichenstiicke M in der ganzen Aus- 
dehnung desselben unendlich benachbartes Minimalflachenstiick, be- 
ziiglich dessen analoge Voraussetzungen erfiillt sind, wie fiir das 
Fliachenstiick M. Es wird vorausgesetzt, dass die beiden Flachen- 
stiicke M und M’ keinen gemeinsamen Punkt besitzen. 

Der Flacheninhalt des Flichenstiickes M’ werde mit 8’, die Be- 
grenzungslinie desselben mit L’ bezeichnet. : 

Durch die beiden unendlich benachbarten Begrenzungslinien L 
und L’ sei eine krumme Fliche F gelegt , so dass die Curven L und 
L’ die vollsténdige Begrenzung eines auf dieser Fliache liegenden 
girtelformigen Flachenstreifens, eines Giirtels von unendlich 
schmaler Breite bilden. Diese Fliche F werde als gegeben ange- 
sehen. Der betrachtete Giirtel werde mit G bezeichnet. 

Es bezeichne dp den auf der Flache F gemessenen unendlich 
kleinen geoditischen Abstand des Curvenelementes dL yon der Curve 
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L’, oder die Breite des Giirtels G an der betrachteten Stelle. Das 

Product dp-dL bedeutet die Grosse des Flicheninhalts eines Recht- 

ecks mit den Seiten dp und dl, d.-h. die Grésse des Flacheninhalts 

eines Klementes des Giirtels G, welche mit dF bezeichnet werden soll. 
Es besteht also die Gleichung 


gil) dF = dp- du. 


Lings jedes Elementes dL der Curve L grenzt je ein Element 
des Giirtels G an je ein Element des Flachenstiickes M. Der von 
den Ebenen dieser beiden Flachenelemente gebildete Flichenwinkel, 
dessen Grésse allgemein zu reden mit der Lage des Elementes dL 
lings der Curve L sich dindert, werde mit w bezeichnet. 

Den gestellten Voraussetzungen zufolge kann das Flichenstiick 
M’ als eine Variation des Flachenstiickes M angesehen werden, bei 
welcher fiir jedes Element dL der Randlinie die Grisse der Ver- 
schiebung auf der Flache F in einer zur Richtung dieses Elementes 
senkrechten Richtung dp betrigt. 

Nach einer von Gauss aufgestellten Formel (Werke Band V, 
Seite 65) ergibt sich fiir die Differenz der Flacheninhalte der beiden 
Flachenstiicke M’ und M die Formel 


(2.) 8-8 = — fooso dp-dl = — f cosa-dk, 


wobei die Integration laings aller Theile der Begrenzungslinie des 
Flachenstiickes M, oder, was dasselbe bedeutet, iiber alle den Giirtel 
G bildenden Elemente der Fliche F zu erstrecken ist. 


2. 


Betrachtung einer Schaar von Minimalflachenstticken. 
Herleitung des Fundamentalsatzes. 


Es sei gegeben eine von einem Parameter abhingende, einfach 
unendliche Schaar von Minimalflichenstiicken 


M, M, M’, fs M*, 


welche so beschaffen sind, dass keine zwei zu verschiedenen Werthen 
des Parameters gehirenden Flichenstiicke dieser Schaar einen ge- 
meinsamen Punkt besitzen, und dass fiir je zwei unendlich benach- 
barte Flichenstiicke dieser Schaar die in dem vorhergehenden Art. 
angegebenen auf die Flichenstiicke M und M’ sich beziehenden Vor- 
aussetzungen erfiillt sind. 

Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 15 
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[Der einfachste Fall einer solchen Schaar von Minimalflachen- 
stiicken wird offenbar dann erhalten, wenn man voraussetzt, dass alle 
der Schaar angehdrenden Flachenstiicke eben, und dass die Ebenen, 
denen dieselben angehiéren, einander parallel sind.| 

Es bezeichne F zugleich den Flacheninhalt der von den Curven 


Trp sGs og ele 
den Begrenzungslinien der Flachenstiicke 
M, M, M,-- M*, 


gebildeten Fliche F. Es wird, vorausgesetzt, dass diese Flache von 
einer endlichen Anzahl von Stiicken analytischer Flachen gebildet werde. 

Die Bedeutung des im Art. 1 erkliérten Winkels w und des Flachen- 
elementes dF mége in der Weise ausgedehnt werden, dass die 
Formel (2.) des Art. 1 fiir je zwei unendlich benachbarte Minimal- 
flichenstiicke der betrachteten Schaar Geltung erhalt. 

Den gestellten Voraussetzungen zufolge besitzt die Grésse 
innerhalb jedes einzelnen der vorher erwéhnten Stiicke analytischer 
Flachen, aus denen die Flache F besteht, fiir jeden Punkt nur einen 
Werth, welcher sich innerhalb dieses Flachenstiickes mit der Lage 
des Flichenelementes dF nicht anders als stetig andern kann. 

Aus der Formel (2.) des Art. 1 ergibt sich durch Anwendung 
derselben auf je zwei unendlich benachbarte Flichenstiicke der be- 
trachteten Schaar und durch Integration in Bezug auf den Parameter 
der Schaar, wenn S* die Grisse des Flicheninhalts des Minimal- 
flichenstiickes M* bezeichnet, die Gleichung 


(3.) S*—S = —f feose-ak. 


Bei dem auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Doppel- 
integrale ist die Integration iiber alle der Fliche F angehérende Ele- 
mente dF zu erstrecken. ' 

Wird nun die specielle Annahme gemacht, dass die Curve L* 
sich auf einen Punkt reducirt, wobei S* in 0 iibergeht, wihrend die 
Flache F eine schalenférmige Gestalt erhialt, so geht die Gleichung (3. ) 
tiber in 


(4.) S =| feose- dk, = 


aus welcher sich in Folge der Gleichung F = i J dF die Formel 


_ vereinbar. 
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(5.) Fs =f [a—cos o) dF 


ergibt, welche fiir die folgende Untersuchung von wesentlicher Be- 
deutung ist. 


3. 


HKinftithrung einer neuen Bedingung. Erweiterung des 
Geltungsbereiches des Fundamentalsatzes. 


Kiner im vorhergehenden Art. gestellten Voraussetzung zufolge 
sollen keine zwei Minimalfliichenstiicke der betrachteten Schaar, welche 
zu verschiedenen Werthen des Parameters gehéren, einen gemein- 
samen Punkt besitzen. Aus diesem Grunde bilden je zwei unendlich 
benachbarte Minimalflichenstiicke der betrachteten Schaar und der 
die Begrenzungslinien derselben verbindende giirtelférmige Streifen 
der Flache F zusammengenommen die vollstiindige Begrenzung eines 
einfach zusammenhingenden Theiles des Raumes, einer kérperlichen 
Schale von iiberall unendlich kleiner Dicke. 

Die Gesammtheit derjenigen Theile des Raumes, welche von allen 
auf die angegebene Weise durch die betrachtete Schaar von Minimal- 
flichenstiicken bestimmten kérperlichen Schalen eingenommen werden, 
bildet einen einfach zusammenhiingenden Theil des Raumes, welcher 
die Gesammtheit aller den Minimalflichenstiicken der betrachteten 
Schaar angehérenden Punkte enthilt, und dessen vollstindige Begren- 
zung von dem Minimalflaéchenstiicke M und der Fliche F gebildet wird. 

Dieser linsenférmig gestaltete Raumtheil mége mit R’ bezeichnet 
werden. 

Es wird nun die Festsetzung getroffen, die betrachtete Schaar 
von Minimalflaichenstiicken soll so beschaffen sein, dass der Abstand 
je zweier unendlich benachbarten Minimalflachenstiicke der Schaar 
(die Dicke der vorher betrachteten kérperlichen Schale) in der 
ganzen Ausdehnung dieser Flachenstiicke einschliesslich 
des Randes derselben eine unendlich kleine Grésse derselben Ord- 
nung ist. 

In Folge dieser Festsetzung ist der Schluss gestattet, dass der 
in dem vorhergehenden Art. erklirte Winkel nicht fiir jeden Punkt 
der Fliche F den Werth Null haben kann, ohne dass diese Flache in 
ihrer ganzen Ausdehnung mit dem Minimalflachenstiicke M zusammen- 
fallt. Letzteres ist aber mit den gestellten Voraussetzungen nicht 


ee 
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Der Formel (5.) des vorhergehenden Art. zufolge besitzt daher 
die Flache F, weil das Doppelintegral 


f fd—cos co) dE 


einen von Null verschiedenen positiven Werth hat, grésseren 
Flicheninhalt als das Minimalflaichenstiick M, mit welchem die Flache 
F die Begrenzungslinie L gemein hat. 

Wie eine einfache Ueberlegung ergibt, gilt dieselbe Schlussfol- 
gerung fiir jede einfach zusammenhingende, von der Linie L be- 
grenzte und aus einer endlichen Anzahl von Stiicken analytischer 
Flachen bestehende Flache F,, vorausgesetzt, dass alle Punkte dieser 
Flaiche dem Raume R’ angehéren, und dass dieselbe nicht in ihrer 
ganzen Ausdehnung mit dem Minimalflachenstiicke M zusammenfallt. 

Die in den beiden vorhergehenden Artikeln angestellten Betrach- 
tungen lassen sich naémlich bei angemessener Erweiterung der zu 
Grunde gelegten Voraussetzungen ohne Schwierigkeit so verallge- 
meinern, dass die zunichst fiir die Fliche F hergeleitete Schlussfol- 
gerung fiir jede den angegebenen Bedingungen geniigende Flache F, 
Geltung erhilt. Bei dieser Verallgemeinerung, auf welche hier nicht 
niher eingegangen zu werden braucht, kommt nicht allein der Fall 
in Betracht, in welchem die Flaiche F, mit einem oder mehreren Mi- 
nimalflichenstiicken der Schaar Flachentheile von endlicher Ausdeh- 
nung gemeinsam hat, sondern auch der Fall, in welchem die Schnitt- 
linien der Fliche F, mit einigen der Schaar angehérenden Minimal- 
flichenstiicken in getrennte Theile zerfallen. Fiir die auf die letztere 
Verallgemeinerung beziigliche Untersuchung ist das im Art. 1 be- 
trachtete einfach zusammenhéngende Minimalflaichenstiick M durch 
ein mehrfach zusammenhdngendes Minimalflachenstiick zu ersetzen, 
dessen Begrenzungslinie aus mehreren getrennten Theilen besteht; 
ebenso sind an die Stelle des einen im Art. 1 betrachteten giirtel- 
formigen Flachenstreifens mehrere solche Flichenstreifen zu setzen. - 
Auf die nahere Ausfiihrung dieser Verallgemeinerung, durch welche 
das Wesentliche der in den Artikeln 1 und 2 entwickelten Schluss- 
folgerungen nicht beriihrt wird, gehe ich hier nicht niher ein. 


4, 
Andere Begriindung des Fundamentalsatzes, — 


Die im Art. 2 hergeleitete Formel (4.) S = nt { cos@:dF kann 
auch hergeleitet werden wie folgt. 
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Man denke sich die der betrachteten Schaar angehérenden Mini- 
_malflichenstiicke in Flichenelemente zerlegt und betrachte eine 
durch die Begrenzung eines dieser Flichenelemente gelegte réhren- 
formige Fliche, welehe die Minimalflichenstiicke der betrachteten 
Schaar rechtwinklig durchschneidet. Diese Fliche begrenzt auf allen 
Flachenstiicken der betrachteten Schaar, welche von derselben durch- 
schnitten werden, Flichenelemente von gleich grossem Flicheninhalt, 
weil fiir jedes dieser Flichenstiickchen die auf den Uebergang des- 
selben in ein unendlich benachbartes von derselben réhrenférmigen 
Flaiche begrenztes Flichenstiickchen sich beziehende erste Variation 
des Flacheninhalts gleich Null ist. | 

Dieser Satz ist in dem Werke von E. Lamarle, Exposition géo- 
metrique du calcul différentiel et intégral ( Mémoires couronnés et autres 
mémoires publiés par V Académie de Belgique, in 8”, Tome XV. Brucelles 
1863, p. 576) meines Wissens zuerst ausgesprochen worden. 

Bezeichnet dS den Flacheninhalt eines dieser Flachenelemente 
und dF den Flicheninhalt eines der Flache F angehérenden, von der 
betrachteten réhrenférmigen Flache begrenzten Flachenelementes, so 
besteht, jenachdem der im Vorhergehenden erklarte Winkel an der 
betrachteten Stelle kleiner oder grésser ist als ein Rechter, die erste 
oder die zweite der beiden Gleichungen 


dS = coso-dF, dS = —cosa-aF. 


Durch Integration ergibt sich hieraus, wenn die Integration tiber 
alle Flachenelemente dF erstreckt wird, aus welchen die Flache F 
besteht, die Formel (4.) des Art. 2. 


5. 
Analytischer Beweis des Fundamentalsatzes. 


Die vorstehenden Untersuchungen stiitzen sich grésstentheils auf 
geometrische Betrachtungen. Mit Hiilfe des folgenden Systems von 
Formeln kann die Richtigkeit derselben Schlussfolgerungen auf ana- 
lytischem Wege nachgewiesen werden. 

Es miégen u,v, € drei reelle stetig verinderliche Griéssen, 

z,y,2 drei gegebene reelle analytische Functionen der 
Grissen u,v, € bezeichnen, welche innerhalb des zu betrachtenden 
Gebietes Q der von einander unabhingigen Variablen w, v, ¢ den Cha- 
rakter ganzer Functionen besitzen. Die Gréssen 2, y, 4 bedeuten die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes P; fiir jeden dem betrach- 
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teten Gebiete Q angehérenden Werth von « ist der geometrische Ort 
dieses Punktes P allgemein zu reden ein Stiick einer krummen Flache ; 
fiir jedes dem betrachteten Gebiete Q angehdrende Werthepaar w, v 
ist der geometrische Ort des Punktes P allgemein zu reden ein Sttick 
einer krummen Linie. 

Die Grissen A, B, C, D, D', D’, E, F, G, H, I, K sollen durch 
folgende Gleichungen erklart werden: 


Oy 0 O% OY 


A Ou dv ou dv’ Sayin Wi 7 7 - : 
Og Ox Ox O42 : He ss 072 
a du ov Ou Ov’ = Aah dudv He Oudv’ 
Ox Oy — Oy Ox ; 0x Oy 02 
1 eee ‘ (ee 2 
Cae du dv Ou Ov’ Lee ov? ee Ov? ve Ov? ’ 
<n alee (ae ca) _ Oe Ox Oy oy 02 O04 
i a) + (4 ous’ aS Ou O¢ 7 Ou dé x Ou Os’ 
Fes On 0 OY OY . OF OF 1 Ox Ox Oy oy 0g 02 
~ Ou ov | du ov du dv’ ~— Ov Ov O& ri ov Og’ 


-(@ (YQ. 2- B+ V+ S. 


Fiir das Quadrat der Linge des Linienelementes einer von dem 
Punkte mit den Coordinaten zw, y, 2 beschriebenen Linie ergibt sich 
der Ausdruck 
da*+dy+dze = Hdw+2Fdudv+ Gdv’+2Hdude+2Idvde + K de’. 


Es wird vorausgesetzt, dass die beiden Griéssen H und I be- 
stindig den Werth Null haben; mit anderen Worten es wird voraus- 


gesetzt, dass die einfach unendliche Schaar der Flaichen ¢ = const. 
von der zweifach unendlichen Schaar ‘von Raumcurven wu = const., 
v = const. orthogonal durchsetzt wird. Ferner wird vorausge- 


setzt, dass die Gréssen HG—F’, K fiir kein dem zu betrachtenden 
Gebiete Q angehdrendes System von Werthen u, v, ¢ den Werth Null 
annehmen. 

Wird die Veranderlichkeit der Griéssen u, v, ¢ auf soleche Werthe 
beschrinkt, welche eine gegebene analytische Gleichung 


é=f (w, v) De 
befriedigen, wobei vorausgesetzt werden soll, dass die Function f (u, v) 


fiir alle in Betracht kommenden Werthe der Argumente u,v den 
Charakter einer ganzen Function besitzt, so ist der geometrische Ort 
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des Punktes P allgemein zu reden eine gewisse krumme Fliche F, 
und zwar wird die Grésse des Fladcheninhalts dF eines Elementes 
dieser Fliche gegeben durch die Formel 


ae = (54x SY] e+e) | a Re Bana 


. Oey Os Os 
gs \/EG—P +K|E o)-ore = a +@(2) |. aude. 


Ohne dass die Allgemeinheit der Untersuchung beeintrachtigt 
wird, kann vorausgesetzt werden, dass die Determinante 


On Oy Oz 

du du dw 

Ox Oy Oz Ox oy Oz 

Ov dv Ou sens 25. eee 
he Mh 

Ge Os . Ge 


fiir alle dem zu betrachtenden Gebiete Q angehérenden Werthe der 
unabhingigen Variablen w,v,¢ einen positiven Werth habe. In 
Folge der Gleichungen H = 0, J = 0 ergibt sich N’ = (EG—F’)K, 
also ist N = VEG—I*-\K, wobei jeder von diesen Quadratwurzeln 
ihr positiver Werth beizulegen ist. 

Wird festgesetzt, dass die positiven Richtungen der Normalen 
der den Gleichungen « = const., ¢ = f(u,v) entsprechenden Flachen 
diejenigen sind, in welchen der Parameter ¢ zunimmt, so haben die 
Cosinus der Neigungswinkel, welche die positive Richtung der Nor- 


male eines Elementes der Flache ¢ = const. mit den positiven Rich- 
tungen der Coordinatenaxen einschliesst, beziehlich die Werthe 
1° oz A: PaLOgn B L302 es C 


Vacs GE? Vk Oe EG— Fi’ SE Qe \ Gers 
und es ergibt sich fiir den Cosinus des Winkels @, welchen die po- 
sitive Richtung der Normale der Fliche « = f(w,v) im Punkte P mit 
der positiven Richtung der Normale der durch den Punkt P hindurch- 


gehenden Fliche « = const. einschliesst, die Gleichung 
F de O€ 0€ | at 
nares x[b(S)-or = S44 2) ).\VK cso = 
Ox O08 - Os Oz O8 


dy 
vo fie Padus Gel bx sate re 
Ox Os Oy , dy Oe Oe , Oe O | ype re 
= aot 5: a Beta oe Got Ge | oN = VEG—F’ VE. 


Gx iE we 
Oe Oe Oe 
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Es ergibt sich also bei angemessener Zerlegung des Flachensttickes 
F in Flachenelemente die Formel 


\/EG— Fy K[ BCS oN ne cee ae ©) | cos dudy = 


= cosadF = VEG—F? dudv, 


deren geometrische Bedeutung evident ist. 

Der Winkel @ ist hierbei den getroffenen Festsetzungen zufolge 
stets ein spitzer Winkel. 

Der Werth der Grisse HG—F”? hingt im Allgemeinen nicht bloss 
von den Werthen der Gréssen u,v, sondern auch von dem Werthe 
des Parameters ¢ ab. Wenn aber jedes der betrachteten Flachen- 
stiicke « = const. ein Minimalflachenstiick ist, so ist, wie in 
dem Nachfolgenden gezeigt werden soll, der Werth der Grésse 
EG—F’ von dem Werthe der Grésse ¢ unabhangig. 

Der analytische Ausdruck der Bedingung, dass fiir jede der be- 
trachteten Flachen « = const. die beiden Hauptkriimmungshalbmesser 
der Flache gleich gross und entgegengesetzt gerichtet sind, ist die 
Gleichung 


ED" —2FD'+ GD = 0. 


In Folge der Gleichungen H = 0, J = 0 ergibt sich 


nates VEG—F? | 0“ Oa dy Oy 0g ot 
VK de Ou? de ou? * Os Ow 

ne VEG—F? Ee Oi OY faery Oz a 
Oe Oudv de Oudv ag de Oudv 


D’ = Le Be eee 
de Ov? de Ov® Oe Ov 


es bestehen also die Gleichungen 


pee Eee de pore 
VK ‘Ou? Oe 
D = ALICE AOS Le — he 
mae I dv" du de |? 2 
pr. N#G= ae pe ol 
VK dv 2 Oe J? 
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ED'—2FD'+ Gp = —,VZG=F" ee seine gene ae 
VK O€ 0€ ors 
VEG=F* 6 
Bee ees oD 


Hieraus folgt, dass 
0 RG ee 
oe Bok as 


dass also die Grésse EG—F? und mithin auch der Ausdruck fiir die 
Grésse des Flaicheninhalts dS eines Elementes der Fliche ¢ = const., 


dS = VEG—F’ dudv, 


von dem Werthe des Parameters ¢ unabhingig ist. 
Die Richtigkeit der Gleichung 


dS = cosa@-dF 


ist hierdurch analytisch dargethan. 

Derjenige Theil des unbegrenzten Raumes, welcher die Gesammt- 
heit aller den Minimalflachenstiicken der betrachteten Schaar ange- 
hérenden Punkte und ausser diesen keine anderen Punkte enthilt, 
mége mit R bezeichnet werden. 

Bei der vorstehenden Herleitung ist die einschrénkende Voraus- 
setzung zuGrunde gelegt, die betrachtete Flaiche F sei so beschaffen, 
dass, wenn der Gleichung dieser Flaiche die Form ¢ = f (u,v) gegeben 
wird, der Parameter « als Function der beiden unabhingigen Va- 
riablen uw, v fiir alle in Betracht kommenden Werthepaare u,v den 
Charakter einer ganzen Function besitzt. Es bietet keine Schwierig- 
keit dar, die Geltung der Formel (4.) des Art. 2 


S =| [coso-a 


von dieser einschrinkenden Voraussetzung zu befreien, wenn bei an- 
gemessener Abinderung der Erklirung des Winkels @ an folgenden 
Bedingungen festgehalten wird : 

1. Die vollstiindige Begrenzung der Flache F und die vollstin- 
dige Begrenzung des Minimalflaichenstiickes M wird gebildet von der 
aus einer endlichen Anzahl von Stiicken analytischer Linien beste- 
henden Linie L. 

2. Die Flache F besteht aus einer endlichen Anzahl von zusam- 
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menhingenden Stiicken analytischer F lichen, welche in ihrem Innern 
von singulaéren Stellen frei sind. 

3. Die Fliche F und das Minimalflichenstiick M bilden die voll- 
stiindige Begrenzung eines oder mehrerer Theile des Raumes, welche 
simmtlich Theile des Raumes R sind. 


6. 


Anwendung des Fundamentalsatzes. 


Durch das in den vorhergehenden Artikeln erlauterte Beweisver- 
fahren kann einer Forderung geniigt werden, welche, wenn von dem 
Falle eines ebenen Flachenstiickes abgesehen wird, meines Wissens 
bisher noch in keinem Falle ihre Erledigung gefunden hat. 

Fiir ein (gewissen Bedingungen genitigendes) Mini- 
malflachensttick M soll der Nachweis gefitihrt werden, 
dass dieses Flachenstiick wirklich kleineren Flachen- 
inhalt S besitzt, als jedes andere aus einer endlichen 
Anzahl von Stiicken analytischer Flachen bestehende, 
von derselben Randlinie begrenzte, demselben unend- 
lich benachbarte Flachenstiick F. 

Beziiglich dieser Forderung bemerke ich Folgendes: 

Ein Minimalflichenstiick, fiir welches der im Vorstehenden gefor- 
derte Nachweis gelingen soll, darf nicht ein ganz beliebiges sein; 
denn es gibt unendlich viele Minimalflichenstiicke, fiir welche bei un- 
verdndert gelassener Begrenzungslinie die zweite Variation des 
Flacheninhalts einen negativen Werth erhalten kann, wie ich in 
einer in den Monatsberichten der Kéniglich Preussischen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin vom Jahre 1872 veréffentlichten Ab- 
handlung: ,Beitrag zur Untersuchung der zweiten Variation des 
Flacheninhalts von Minimalflichenstiicken im Allgemeinen und von ~ 
Theilen der Schraubenfliche im Besonderen“*) gezeigt habe. 

Die Bedingung: ,Die zweite Variation des Flicheninhalts eines 
solchen Flachenstiickes soll bei unverindert gelassener Begrenzung 
desselben negative Werthe nicht. annehmen kiénnen“ ist zweifellos 
eine nothwendige; aber es darf aus dem Umstande, dass diese 
Bedingung fiir ein bestimmtes Minimalflaichenstiick M erfiillt ist, nicht 
ohne Weiteres der Schluss gezogen werden, dass dieses Flachenstiick 
wirklich kleineren Flacheninhalt besitzt, als jedes andere, von der- 


*) Siehe S. 151—167 dieses Bandes. 
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selben Begrenzungslinie begrenzte, ihm unendlich benachbarte Flichen- 
stiick. Denn bei einem Probleme der Variationsrechnung ist  tiber- 
haupt die Untersuchung der in Betracht kommenden zweiten Variation 
allem, wie Herr Weierstrass nachgewiesen hat, im Allgemeinen 
nicht ausreichend, um mit Sicherheit auf das Eintreten eines 
Maximums oder Minimums schliessen zu kénnen. 

In dieser Hinsicht bediirfen einige in der erwihnten Abhandlung 
aus dem Jahre 1872 ausgesprochene Behauptungen einer noch einge- 
henderen Begriindung. 

In der That kann der geforderte Nachweis mittelst des in den 
vorhergehenden Artikeln dargelegten Beweisverfahrens fiir jedes Mi- 
nimalflachenstiick M gefiihrt werden, fiir dessen beide Seiten eine 
das Flachenstiick M enthaltende Schaar von Minimalflichenstiicken 
construirt werden kann, welche so beschaffen ist, dass der Abstand 
je zweier unendlich benachbarter Flachenstiicke der Schaar ‘iberall 
eine unendlich kleine Grésse derselben Ordnung ist. 

- Denn unter dieser Voraussetzung ist es méglich, auf der einen 
Seite des Minimalflichenstiickes M einen Raum R’, auf der anderen 
Seite desselben einen Raum R” abzugrenzen, so dass der aus den 
beiden Raiumen R’ und R” bestehende Raum, welcher mit R bezeichnet 
werden soll, ausser der Gesammtheit derjenigen Punkte, welche den 
Minimalflachenstiicken der beiden Schaaren angehéren, keine anderen 
Punkte enthalt. 

Es gilt dann der Satz: Jede nicht in ihrer ganzen Ausdehnung 
mit dem Minimalflachenstiicke M zusammenfallende, aus einer end- 
lichen Anzahl yon Stiicken analytischer Flaichen bestehende, zusam- 
menhangende Flaiche F, deren vollstiindige Begrenzung von der Be- 
grenzung des Minimalflichenstiickes M gebildet wird, und welche so 
beschaffen ist, dass alle Punkte dieser Fliche dem Raume R ange- 
héren, besitzt grésseren Flacheninhalt, als das Minimalflachenstiick M. 

Ein Beweis fiir die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich un- 
mittelbar aus der Formel (5.) des Art. 2 


FS =| fd—cosayar, 


welche den in den vorhergehenden Artikeln enthaltenen Ausfiihrungen 
zufolge fiir jede den angegebenen Bedingungen geniigende Flache F 
Geltung hat. 


236 Ueber ein die Flaichen kleinsten Flacheninhalts 


G 


Geometrische Deutung einiger eine Schaar von Minimal- 
flachenstticken betreffender Formeln. 


In der im vorhergehenden Art. angefiihrten Abhandlung habe ich 
gezeigt, dass die Frage, ob es méglich ist, zu einem Minimalflachen- 
stiicke M ein in der ganzen Ausdehnung desselben unendlich benach- 
bartes Minimalflichenstiick zu construiren, welches mit dem Minimal- 
flichenstiicke M keinen Punkt gemein hat, fiir alle Minimalflachen- 
stiicke, welche dasselbe sphirische Bild besitzen, in gleicher 
Weise zu beantworten ist. 

Von den Bezeichnungen, welche ich in dieser Abhandlung ange- 
wendet habe, werde ich auch in dem Nachfolgenden Gebrauch machen. 

Es bezeichnen die Gréssen s,s, die beiden complexen verdnder- 
lichen Gréssen: 

Ge aig aa 
als deren Functionen die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer 
Minimalfliche betrachtet werden. Siehe die Abhandlung des Herrn 
Weierstrass: Ueber die Flichen, deren mittlere Kriimmung iiberall 
gleich Null ist, Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 
1866, Seite 618. 

Es bezeichnen &, y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
in derjenigen Ebene, auf welche die Flache der Hiilfskugel mit dem 
Radius 1 durch stereographische Projection conform iibertragen wird. 

Es bezeichnet T dasjenige Stiick dieser Ebene, welches dem zu 
betrachtenden Minimalflachenstiicke M entspricht. 

Wenn nun die lineare partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

On a0 Bw 
of 48+ of) 
ein particulares Integral besitzt, welches sich im Innern des Bereiches 
T regulér verhaélt, im Innern und lings des Randes dieses Bereiches 
nur reelle und zwar iiberall endliche, von Null verschiedene 
Werthe annimmt, so lasst sich stets eine einfach unendliche Schaar 
von Minimalflichenstiicken angeben, zu welcher das betrachtete Mini- 
malflachenstiick M gehért, und welche die Eigenschaft besitzt, dass 
der Abstand je zweier unendlich benachbarter der Schaar angehdrender 
Minimalflachenstiicke iiberall eine unendlich kleine Grosse derselben 
Ordnung ist. 


==) 
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Bezeichnen némlich 

“x,y, # die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen Punktes 
P des Minimalflaichenstiickes M, 

X,Y, Z die Cosinus der Winkel, welche die Normale des Flichen- 
stiickes M im Punkte P mit den positiven Richtungen 
der Coordinatenaxen einschliesst, 

x+edx, ytedy, e+ede die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes P’ eines beliebigen Minimalflichenstiickes M’ der 
Schaar, wobei 0x, dy, 02 von der Grisse ¢, dem Para- 
meter der Schaar, unabhingig sind, 

so ergibt sich, wenn festgesetzt wird, dass die Normale des Flachen- 
stiickes M’ im Punkte P’ der Normale des Flachenstiickes M im Punkte 
P parallel sein soll, folgendes System von Gleichungen 


Xan + Vdy}Zde=0, Xddx+Yddy +Zdde—0, Xx + Yoy+Z0e — 20, 

dn =2Xy+ (1st) SY 4 pei Y8e— Zdy = i(1—s)* io) & 
0 

dy = 2¥y tiles) iat sty, Zax— Xde—— (14st) Y — ye 


Ries OF) + ee ES 1, Xp avo ae - ee 
£ 


6 


(da—2Xv)'+ (dy—2Yw)?-+ (02-224)? = 4(1+ss, 28 Stores 


= tesa) (SP) +(S) |, 


a 
eoy dy de de = (1438:)" (ie Pee ee ran 
62z-dX+dy-dY+0e-dZ = 2dy. 


In diesen Gleichungen bezeichnet ~ das erwahnte particulare 
Integral der angegebenen partiellen Differentialgleichung. 

Die Bedeutung der Functionen %(s), §,(s,) ist a. a. O. erklart. 

Aus dem vorstehenden Systeme von Gleichungen ergibt sich, dass 
die Richtung der Strecke mit den Coordinaten dw, dy, 04 einen rechten 
Winkel einschliesst mit der Richtung derjenigen im Punkte mit den 
Coordinaten X, Y, Z die Hiilfskugel X*+Y°+Z* = 1 beriihrenden 
Geraden, welche der Fortschreitung in der durch die Gleichung 


lias Oe ds + Se ds, Bg 


bestimmten Richtung een 


=* 
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Betrachtet man die Schaar der auf dieser Hiilfskugel legenden 
Curven, lings welcher die Function » einen constanten Werth be- 
sitzt, construirt zu dieser Schaar die Schaar der orthogonalen Tra- 
jectorien und bezeichnet mit dq die Linge eines Linienelementes der 
durch den Punkt mit den Coordinaten X, Y, Z gehenden, auf der 
Kugel X?+ Y°+Z? = 1 liegenden orthogonalen Trajectorie der Curven- 
schaar w = const., so ergibt sich 


OVS) ae OY 2 4 
yy ws Hee Ct 3 (tss a wa ds ds, , 


areray[(B)+C)] 48 


wenn mit me die in der Richtung des betrachteten Curvenelementes 
genommene partielle Ableitung der Function w bezeichnet wird. Wird 
nun die Festsetzung getroffen, dass die Richtung, in welcher die 
Bogenlainge q zunimmt, diejenige sein soll, in welcher die Function » 
ebenfalls zunimmt, so stimmt diese Richtung mit der Richtung der- 
jenigen Strecke iiberein, deren Coordinaten 


dx—-2Xd, dy—2Yb, de—2Zy 


sind, wahrend die Grésse pee die Lange dieser Strecke ergibt. 
Die Richtung dieser Strecke steht zu der Richtung desjenigen dem 
Flachenstiicke M angehérenden Curvenelementes, welches im Punkte P 
der durch die Gleichung 


ay =e ede As 3G 


bestimmten Fortschreitungsrichtung entspricht, in der einfachen Be- 
ziehung, dass die Halbirungslinie des durch diese beiden Rich- 
tungen bestimmten Winkels der Tangente einer der beiden durch 
den Punkt P hindurchgehenden Asymptotenlinien des Minimal- 
flaichenstiickes M parallel ist. Mit anderen Worten: Die beiden 
mit einander verglichenen Richtungen sind in Beziehung auf den zu 
dem Punkte P des Minimalflichenstiickes M gehérenden Dupinschen 
Kegelschnitt zu einander conjugirt. 

Der geometrische Ort desjenigen Punktes, dessen rechtwinklige 
Coordinaten beziehlich die Grisse 


2Xw, 2Yy, 2Ly 
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haben, ist die Fusspunktflache einer Minimalfliiche, welche letz- 
tere sich als geometrischer Ort eines Punktes erweist, dessen recht- 
winklige Coordinaten beziehlich dx”, dy, dz sind; der Coordinatenan- 
fangspunkt ist hierbei-der Pol. 

Da die Grosse y der Voraussetzung zufolge fiir kein dem Bereiche 
T angehdrendes Werthepaar & 7 gleich Null wird, so liegt der Coor- 
dinatenanfangspunkt in keiner der Tangentialebenen des dem Be- 
reiche T entsprechenden Stiickes dieser Minimalfliche, welches mit M 
bezeichnet werden mige. 

Es ergibt sich hieraus folgender Lehrsatz. 

Ein bestimmtes Stiick M einer Minimalflache besitzt unter allen 
von denselben Randlinien begrenzten und ihm unendlich benachbarten 
Flachenstiicken den kleinsten Flicheninhalt, wenn es ein zusammen- 
hangendes dem betrachteten Flachenstiicke M durch parallele Normalen 
Punkt fiir Punkt entsprechendes Minimalfliichenstiick IN gibt, dessen 
sdmmtliche Tangentialebenen von einem und demselben Punkte des 
Raumes einen yon Null verschiedenen Abstand haben. *) 


8. 
Unterscheidung dreierFalle. Tragweite der durch die 
Betrachtung derselben zu treffenden Entscheidung. 


Durch das in den vorhergehenden Artikeln entwickelte Beweis- 
verfahren, ist die Frage iiber das Eintreten des Minimums des Fliachen- 
inhalts bei unverandert gelassener Begrenzungslinie fiir alle diejenigen 
Minimalfléchenstiicke M in positivem Sinne entschieden, deren sphari- 
sches Bild einem Bereiche T entspricht, fiir dessen Inneres eines der 
particularen Integrale der partiellen Differentialgleichung 

op oY oy 

ae ot + CFE Hay ~ © 
sich regular verhalt und nur reelle, endliche, von Null verschiedene 
Werthe annimmt; die letztere Bedingung muss hierbei zundchst auch 
fiir alle Punkte der Begrenzung des Bereiches T gestellt werden. 

Es entsteht nun die Frage nach dem diesem Entscheidungsgrunde 
beizulegenden Grade der Allgemeinheit. 

In der im Art. 6 angefiihrten Abhandlung habe ich drei Falle 
unterschieden, ohne den Beweis dafiir anzutreten, dass durch dieselben 
die Gesammtheit aller Falle erschépft wird, welche in Bezug auf die 


*) Siehe S. 188 dieses Bandes, 
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Entscheidung der vorliegenden Frage eintreten kénnen. Es sind dies 
folgende drei Falle: 

I. Es gibt ein particuléres Integral der angegebenen partiellen 
Differentialgleichung, welches in Bezug auf den betrachteten Bereich 
allen aufgestellten Bedingungen geniigt. 

II. Es gibt ein particuliires Integral der angegebenen partiellen 
Differentialgleichung, welches zwar im Innern des betrachteten Be- 
reiches den aufgestellten Bedingungen geniigt, aber lings der ganzen 
Begrenzung desselben den Werth Null annimmt. 

Ill. Es gibt ein particulaéres Integral der angegebenen partiellen 
Differentialgleichung, welches so beschaffen ist, dass dieses Integral 
fiir einen Theil des betrachteten Bereiches den Bedingungen des 
vorhergehenden Falles (II.) geniigt. 

Tritt fiir ein gegebenes Minimalflichenstiick M der erste Fall 
ein, so besitzt dasselbe, wie durch das in den vorhergehenden Artikeln 
entwickelte Beweisverfahren erhartet wird, in dem angegebenen Sinne 
wirklich ein Minimum des Fliacheninhalts. 

Tritt fiir das betrachtete Minimalflachenstiick M der dritte Fall 
ein, so gibt*es unendlich viele, dem betrachteten Minimalflichenstiicke 
unendlich benachbarte, von derselben Randlinie begrenzte Flachen- 
stiicke, welche kleineren Flacheninhalt haben als das Minimal- 
flichenstiick M. Es tritt also in diesem Falle fiir das betrachtete 
Minimalflachenstiick ein Minimum des Flicheninhalts nicht ein. 

Der zweite Fall ist fiir die vorliegende Untersuchung als 
Grenzfall anzusehen, dessen Eintreten eine besondere Untersuchung 
erfordert. . 

Der Nachweis, dass durch die angefiihrten drei Falle die Ge- 
sammtheit aller Falle erschdpft wird, welche in Bezug auf die Ent- 
scheidung der vorliegenden Frage eintreten kénnen, scheint nicht ohne 
ein genaueres Eingehen auf einige Eigenschaften derjenigen reellen 
Functionen zweier Argumente gefiihrt werden zu kénnen, welche, wenn 
p(&, 4) eime gegebene Function dieser beiden Argumente bezeichnet, 
die in dem betrachteten Bereiche nur positive Werthe annimmt, 
einer partiellen Differentialgleichung von der Form 


Ou du 
hace eel = 0 


~~, 


geniigen. Diese Untersuchung bildet den Gegenstand des zweiten 
Theiles der vorliegenden Abhandlung. 


— — — 


> i ue ah eae ae 
2 . =~ 


betreffendes Problem der Variationsrechnung. 941 


Zweiter Theil. 


Integration der partiellen Differentialgleichung 


Oru + oNu a = 0) 
0x7? oy? ei oa 
unter vorgeschriebenen Bedingungen. 
9. 


Stellung der Aufgabe. 


Es sei gegeben ein ebener, zweifach ausgedehnter, zusammenhan- 
gender, ganz im Endlichen enthaltener Bereich T, dessen vollstandige 
Begrenzung von einer endlichen Anzahl von Stiicken analytischer 
Linien gebildet wird. 

Die den Bereich T geometrisch darstellende Riemannsche 
Flache, welche ebenfalls als gegeben betrachtet wird, kann einfach 
oder mehrfach zusammenhingend, einblattrig oder mehrblattrig sein; 
im letzteren Falle wird vorausgesetzt, dass dieselbe nur eine endliche 
Anzahl von Blattern und nur eine endliche Anzahl von Windungs- 
punkten besitzt. 

In der Ebene des Bereiches T denke man sich ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem angenommen und bezeichne mit 2, y, beziehungs- 
weise mit &, 4 die auf dieses Coordinatensystem bezogenen recht- 
winkligen Coordinaten einer beliebigen Stelle (x,y), beziehungsweise 
(&, 1) des Bereiches T. 

Es bezeichne p = p(a,y) eine gegebene, fiir jede Stelle (z, y) 
des Bereiches T eindeutig erklirte, stetige Function der Gréssen a, y. 

Unter der Voraussetzung, dass diese Function nur positive 
Werthe annimmt, welche den Werth P an keiner Stelle iibersteigen, 
handelt es sich darum, zu untersuchen, ob es méglich ist, die partielle 
Differentialgleichung 


Cw dw 
ae ese . = O 
02? + dy’ +p WwW ? 
Cw dw ? ; 
oder, wenn der Ausdruck Ey hoy zur Abkiirzung mit 4w be- 
Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 16 
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zeichnet wird, die partielle Differentialgleichung 4w+p-w = 0 fiir 
den Bereich T gewissen vorgeschriebenen Bedingungen gemidss zu 
integriren. 

Hierbei wird gefordert, die Function w soll fiir alle dem Innern 
und der Begrenzung des Bereiches T angehérenden Stellen stetig 


bleiben, eindeutig erklirt sein und nur reelle Werthe annehmen; die 


: ; ; Ow dw 
partiellen Ableitungen der Function w, =~, OF, sollen im Innern 


des Bereiches T nicht langs einer Linie unstetig sein. 


Die Hauptfrage, auf deren Beantwortung es-ankommt, ist die 
folgende: Gibt es eine fiir den betrachteten Bereich T allen angege- 
benen Bedingungen geniigende Function w, welche im Innern und 
lings der ganzen Begrenzung dieses Bereiches nur positive, von 
Null verschiedene Werthe annimmt? 


10. 
Einige als bekannt vorauszusetzende Hilfssatze. 


In Folge der beziiglich des Bereiches T gestellten Voraus- 
setzungen ist es méglich, wie ich in einer in den Monatsberichten der 
Kéniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom 
Jahre 1870 veréffentlichten Abhandlung*) bewiesen habe, die partielle 
Differentialgleichung dw = 0 fiir den Bereich T gewissen vorge- 
schriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen gemiss zu integriren. 

Insbesondere ergibt sich aus einem in dieser Abhandlung ge- 
fiihrten Beweise, dass es, wenn mit (#,y), (1) irgend zwei von ein- 
ander verschiedene Stellen des Bereiches T bezeichnet werden, stets 
eine Function G = G(a,y; & 4) der vier Argumente « 95, y gibt, 
welche folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Als Function der beiden Argumente 2, y betrachtet geniigt: 
die Function G(2,y; & 1) der partiellen Differentialgleichung 7G = 0. 

2. Bei der Annidherung der Stelle (x,y) an die Stelle (£, 4) wird 
die Function G(#,y; §, 7) in derselben Weise logarithmisch unstetig, 
wie die Function 


¥, Teab*8 la bey nt) 4. 


*) Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 

Ou , Oru 

Oa?" dy? 

unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. Abgedruckt im zweiten 
Bande der vorliegenden Ausgabe. 


= (0) 
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Die Grodsse m bezeichnet hierbei eine bestimmte ganze Zahl, welcher, 
wenn die Stelle (§, 4) nicht mit eiem Windungspunkte des Bereiches 
T zusammenfallt, der Werth 0, andernfalls, wenn w die Ordnungszahl 
dieses Windungspunktes bezeichnet, der Werth w beizulegen ist. 

3. Lings der ganzen Begrenzung des Bereiches T wird die 
Function G(x, y; &, 7) gleich Null. 

In Folge dieser Eigenschaften besitzt die Function G(x, y; & 1) 
zugleich die Kigenschaft, fiir alle dem Innern des Bereiches T ange- 
hérenden Stellen (2, y) nur positive Werthe anzunehmen und ihren 
Werth nicht zu dndern, wenn die beiden Stellen (x,y) und (£, 7) mit 
einander vertauscht werden. 

Wird nun mit /(&, 7) eine fiir alle Stellen (£,7) des Bereiches T 
eindeutig erklarte, stetige Function der beiden Argumente (£, 7) be- 
zeichnet, so ergibt die Formel 


(6) w= w(ay) = =f [1G 15 my) adn, 


wenn die Integration iiber den Bereich T erstreckt wird, ein parti-_ 
culires Integral der partiellen Differentialgleichung 


welches fiir alle dem Innern und der Begrenzung des Bereiches T 
angehérenden Stellen eindeutig erklart ist, stetig bleibt und langs der 
ganzen Begrenzung dieses Bereiches gleich Null wird. Die Ablei- 


tungen as oy sind im Innern des Bereiches T nicht lings einer 


Linie unstetig. 

Durch die angegebenen Eigenschaften ist dieses particulare Inte- 
gral der partiellen Differentialgleichung 4w+/(z,y) = 0 eindeutig 
bestimmt. 

Auf die Beweise dieser Satze, welche ich fiir die folgende Unter- 
suchung als bekannt voraussetze, gehe ich hier nicht néher ein. 


i; 
Voraussetzung der Existenz einer ftir den Bereich T 
den gestellten Bedingungen geniigenden Function w, 
welche fiir keine Stelle dieses Bereiches den Werth. 
Null annimmt. Folgerungen. 


Wenn vorausgesetzt wird, dass fiir den Bereich T eine Function 


w existirt, welche fiir diesen Bereich im angegebenen Sinne die par- 
Loe 
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tielle Differentialgleichung 4w+p-w = 0 befriedigt, und welche so- 
wohl im Innern, als auch liings der ganzen Begrenzung des Bereiches 
T nur positive, von Null verschiedene Werthe annimmt, so kann ge- 
schlossen werden wie folgt. 

Es bezeichne w, = w,(%,y) eine fiir den Bereich T der Diffe- 
rentialgleichung 4w, = 0 geniigende Function, welche lings der 
ganzen Begrenzung dieses Bereiches mit der Function w tibereinstimmt. 
Es gibt stets eine und nur eine einzige solche Function und zwar 
nimmt dieselbe fiir alle Stellen des Bereiches T nur positive, von 
Null verschiedene Werthe an. 

Die Function w—w,, welche lings der ganzen Begrenzung des 
Bereiches T den Werth Null hat, geniigt fiir den Bereich T der par- 
tiellen Differentialgleichung 4(w—w,)+p:-w =O und nimmt im 
Innern' dieses Bereiches ebenfalls nur positive Werthe an. 


Der grésste Werth, welchen der Quotient —— innerhalb des 


Bereiches T annimmt, werde mit q bezeichnet. Die Grisse q ist 
kleiner als 1. 
Man denke sich nun fiir den Bereich T die Functionen w,, w,, w,,---, 


W,,,W,, +++ deren Anzahl unbegrenzt ist, durch die Bedingung be- 
stimmt, dass die Function w, der partiellen Diiferentialgleichung 
(8. ) 4v,+p:w,, = 0 (n =1,2,3---co) 


gentigen und laings der ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth 
Null haben soll. 
Aus der Formel (6.) des Art. 10 ergibt sich, wenn 


p(§,1)-w,4(8,%) 


an die Stelle von f(§, 1) gesetzt wird, dass die Function w,(a#,y) im 

Innern des Bereiches T nur positive Werthe annimmt, wenn die ° 

Function w,_,(&, 4) dieselbe Eigenschaft besitzt. Da nun die Function 

w,(§,4) dieser Bedingung entspricht, so nimmt jede der Functionen 

W,, Wa, Ws, +++ W,, +++ Im Innern des Bereiches T nur positive Werthe an. 
Aus dem Systeme von Gleichungen 


A(w—w,) +p-w = 0 
A(w—w,.—w,) +p: (w—w,) = 0 
(9.) A (w—w,—w,—w,) + p> (w—w,—W,) = 0 


4 (w—w,—w,—+-—w,) + p+ (w—w,—w,—-—w,_,) = 0 


4, 
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ergibt sich, da jede der Functionen w—w,—w,—-:-—w, lings der 
ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth Null annimmt, durch 
wiederholte Anwendung der Formel (6.) des Art. 10, dass jede dieser 
Functionen im Innern des Bereiches T nur positive Werthe annimmt. 

Aus der Beziehung w—w,=qw ergibt sich in Folge der Glei- 


_ chungen (9.) unter wiederholter Anwendung der Formel (6.) des 


Art. 10 folgendes System von Ungleichheiten 


W—W,—W,< q- (w—w,) 
w—W,--W,—W, <q: (w—w,—U, ) 
(10.) 


W—W,—W,— ++ —W,<g- (W—w,—W,— + -—w,_, ). 


Fiir jeden Werth des Index n besteht also die Beziehung 
(L153) w—W,—W,—::—w,< q+ w. 


Hieraus folgt, da die Grésse g kleiner als 1 ist, dass die aus den 
Functionen w,, w,, w,,--- gebildete unendliche Reihe 

Wot wAwsA + +w,++++ in inf. 
fiir alle dem Bereiche T angehérenden Stellen (#, y) unbedingt und in ~ 
gleichem Grade convergirt. Die Function w, deren Existenz voraus- 
gesetzt wurde, ist die Summe dieser Reihe. 


12. 
Weitere Folgerungen. 


Die Function w, ist eindeutig bestimmt durch diejenigen Werthe, 
welche die Function w lings der Begrenzung des Bereiches T an- 
nimmt; dasselbe gilt von jeder einzelnen der Functionen w,, #,, +++ W,+** 

Man kann nun die Werthe, welche eine stetige reelle Function 
u, = U(x,y) der beiden Argumente 2,y lings der Begrenzung des 
Bereiches T annehmen soll, willkiirlich vorschreiben und die partielle 
Differentialgleichung 4u, = 0 fiir den Bereich T so integriren, dass 
die Function u«,(a,y) dieser vorgeschriebenen Grenzbedingung geniigt. 

Wenn mit & der kleinste, mit g der grésste unter allen denje- 
nigen Werthen bezeichnet wird, welche der Quotient ae lings 
der Begrenzung des Bereiches T annimmt, so nimmt auch im Innern 
des Bereiches T von den beiden Functionen w,(#,y)—kw,(2,Y), 
u,(2, y)—gw,(a, y) die erste an keiner Stelle einen negativen, die zweite 
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an keiner Stelle einen positiven Werth an. Denkt man sich nun fiir 


den Bereich T die Functionen w,, %,,%,,°** %,, °°: bestimmt, welche 


AEN 2 
aus der Function u, auf dieselbe Weise hervorgehen, wie die Func- 
tionen w,, W,, W,, ++ w, ++ aus der Function w, hervorgegangen sind, 
so ergibt sich, dass im Innern des Bereiches T von den beiden Func- 
tionen w,—kw,, u,—gw, die erste an keiner Stelle einen negativen, die 
zweite an keiner Stelle einen positiven Werth annimmt. 

Hieraus folgt, dass die unendliche Reihe u,4+ u,+u4,+++-+4,+°°: 
fiir alle Stellen des Bereiches T unbedingt und in gleichem Grade 
convergirt. Die Summe dieser Reihe, welche mit. w« = u(#,y) be- 
zeichnet werden soll, ist eine Function, welche in Folge der Gleichung 


12.) w(w,y)—n (0,9) = sf [rb n)u(é 0) OCG 05% aba 
ay 


fiir den Bereich T der partiellen Differentialgleichung 4u+p-u = 0 
gentigt und lings der Begrenzung dieses Bereiches mit der Function 
u,(x,y) tibereinstimmt. 

Hieraus ergibt sich folgender Satz: 

Wenn es eine Function w gibt, welche fiir den betrachteten Be- 
reich T in dem erklarten Sinne der partiellen Differentialgleichung 
4w+p-w =O0 geniigt und nur positive, von Null verschiedene Werthe 
annimmt, so ist es médglich, diese Differentialgleichung fiir den be- 
trachteten Bereich so zu integriren, dass das Integral derselben lings 
der Begrenzung des Bereiches T mit einer beliebig vorgeschriebenen, 
lings dieser Begrenzung stetigen Function -iibereinstimmt und im 
Innern des Bereiches T den angegebenen Bedingungen geniigt. Durch 
die vorgeschriebenen Bedingungen ist dieses particuldre Integral der 
angegebenen partiellen Differentialgleichung eindeutig bestimmt. 


13. 
Kinfitihrung der Specialisirung w, = 1. 

Wenn die im Art. 11 gestellte Voraussetzung jetzt wieder fallen 
gelassen und es als noch unentschieden betrachtet wird, ob diese Vor- . 
aussetzung. erfiillt ist, so kann man gleichwohl, ausgehend von einer 
beliebig getroffenen Festsetzung tiber diejenigen Werthe, welche eine 
Function w,(#,y) lings der Begrenzung des Bereiches T annehmen 
soll, fiir den betrachteten Bereich T eine unendliche Reihe von Func- 
tionen Ww, w,, W,, +: w, +++ bestimmen, welche die Eigenschaft haben, 
dass die Function w, fiir jeden positiven Werth des Index » lings 
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der ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth Null annimmt 
und der partiellen Differentialgleichung 4w,+p-w,, = 0 in dem an- 
gegebenen Sinne geniigt, wihrend 4w, = 0 ist. 

Die einfachste Annahme, von welcher man ausgehen kann, ist, 
dass der Function w, lings der ganzen Begrenzung und demzufolge 
auch fiir das Innere des Bereiches T ein constanter Werth und 
zwar der Werth 1 beigelegt wird. 

Diese Annahme soll der folgenden Untersuchung zu Grunde gelegt 
werden. 

Es wird also angenommen, dass fiir den betrachteten Bereich T 
eine unendliche Reihe von Functionen w,, w -.+ bestimmt 


w + WwW 


ries) n? 


sel, welche den Bedingungen 


w, = 1, 4u,t+p-w, = 0, 4w,+p-w, = 0, ++ 4w+p-w, =9,--: 


geniigen. Mit Ausnahme von w, ist jede dieser Functionen w, der 
ferneren Bedingung unterworfen, lings der ganzen Begrenzung des 
Bereiches T den Werth Null anzunehmen. 


14. 


Erklérung der Gréssen W, 


m,n 4 


Vice Vee 


" 

Unter Zugrundelegung der Annahme, dass die Functionen 
Bs die in dem vorhergehenden Art. erklarte Be- 
deutung haben, sollen, wenn m,n irgend zwei ganze positive Zahlen 
bezeichnen, einschliesslich der Null, mit W,,, und V,,, die durch die 


M,N m,n 


Woy Wy) Wey? W 


n? 


Gleichungen 


Ow,, Ow Ow,, Ow ) 
= } FI xf = m * . = = d d. 
(13. ) Wass | pees, dedy, a iB} On Ox - oy oy aoe 
T ui 


erklirten Griéssen bezeichnet werden, wobei die Integrationen tiber den 


Bereich T zu erstrecken sind. 

Es sollen nun einige zwischen den Werthen dieser bestimmten 
Integrale bestehende Beziehungen hergeleitet werden , welche fiir die 
folgende Untersuchung von wesentlicher Bedeutung sind ; zugleich ist 
der Nachweis zu fiihren, dass das mit V,,,, bezetchnete Doppelintegral 
fiir jede Combination m,n der beiden Indices die Eigenschaft besitzt, 
unbedingt convergent zu sein. 


I. Weil das Doppelintegral 


f fom W,-4 da dy — W, n—1 
2 
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nur positive Elemente enthilt, so hat jedes Doppelintegral 


i a pw,w,_, ax dy , 
fj Mid 


bei welchem die Integration iiber einen Theil T’ des Gebietes T er- 
streckt wird, einen endlichen Werth, welcher kleiner als W,,_, 1st. 


In Folge der Gleichungen p-w,. = —4w,, w, = 1 geht das 
Doppelintegral — 
ff fori rde dy 
m 


in ein einfaches, lings der Randlinie (T’) des Bereiches T’ zu er- 


. ° Ow,, 5 
streckendes Integral tiber, naémlich in das Integral Sa dl, wenn 
(1") 


3 : 1 OW 4 
dl die Linge eines Elementes- dieser Randlinie, ae den Werth der in 


der Richtung der Normale zu dem Randelemente d/ genommenen par- 
tiellen Ableitung der Function w, bezeichnet. Als positive Richtung 
dieser Normale wird hierbei diejenige fixirt, welche von dem betrach- 
teten Randelemente zu inneren Punkten des Bereiches T’ fiihrt. 


Das Integral f se di hat hiernach stets einen endlichen, den 


(T") 
Werth der Grésse W,,, nicht iibertreffenden Werth. 
Der getroffenen Festsetzung zufolge ist der Bereich T’ ein 
Theil des Bereiches T. Die Wahl des Bereiches T’ ist einzig der 


Beschrankung unterworfen, dass die Grosse ve fiir jeden Punkt 


der Begrenzung desselben einen endlichen bestimmten Werth haben muss. 

In dem Folgenden wird der Bereich T’ der Bedingung’ gemiss 
gewahlt werden, dass die Gesammtheit der dem Innern dieses Be- 
reiches angehdrenden Stellen (x,y) itibereinstimmt mit der Gesammt- 
heit derjenigen Stellen (2;y), fiir welche der Werth einer der er- 
klarten Functionen w,(x,y) grésser ist, als eine von Null verschiedene ~ 
positive, hinsichtlich ihrer Kleinheit keiner Beschrinkung unterlie- 
gende Grasse «.,. 

Ist insbesondere die Function p(x, y) eine analytische Function 
ihrer beiden Argumente, so ist auch die Gleichung der Begrenzungs- 
linie des auf die angegebene Weise erklirten Bereiches, w, (a, y) = «,, 
eine analytische Linie von endlicher Linge, welche, wenn einzelne 
Werthe der Grosse ¢, ausgeschlossen werden, die Eigenschaft besitzt, 


dass fiir jeden Punkt derselben die Grésse ae “. einen endlichen be- 
stimmten Werth hat. 
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II. Wird dem Index m der Werth n beigelegt und das Gebiet 
T’ durch die Bedingung w,(a,y)=<«, erklirt, so ergibt sich die 


Gleichung 
J fr weeopw,dxdy = =f Ben = 
pes Soe dl HG ae) ee a) ]aedy 


Da das Randintegral, dessen Werth «, f a 
Vv 


dl nicht grésser ist als 


(’) 
é,W,,.1) fiir lime, = O ebenfalls den Grenzwerth Null hat, so ergibt 
sich, weil beim Uebergange zur Grenze «, = 0 der Bereich T’ in 


den Bereich T iibergeht, die Gleichung 


a) Ow, I 
(14.) W, oo af Joe. taf (1G , ) a dy =V,.. 


Durch die vorstehende Gleichung ist zugleich der Nachweis er- 
bracht, dass das mit J, 


hyn 


bezeichnete bestimmte Integral, dessen Ele- 
mente sdmmtlich positiv sind, die Eigenschaft besitzt, unbedingt con- 
vergent zu sein. 

Aus der unbedingten Convergenz der beiden, der getroffenen 
Festsetzung zufolge mit V,,,, und V,, zu bezeichnenden bestimmten 


™m, 1 


Integrale ergibt sich als Folge der Beziehungen 


Owe 0M, Veet / Ow: es 1 ee 
CH Oe Ghee SeOr IN 
dw,, Ow, Ow,, >) re sess) 
oy oy cs oy 2% Gye 


dass das mit V,, bezeichnete bestimmte Integral die Higenschaft, 
unbedingt convergent zu sein, ebenfalls besitzt. 

II. Wenn unter Beibehaltung der im Vorhergehenden unter II. 
angegebenen Erklarung des Bereiches T’ fiir p:w, der Ausdruck 


—Aw,,,, gesetzt wird, so ergibt sich 


[fe w,,W,dxdy = 
7 
me OW nes ’ ( OW rts Ow, OW nt Ow, ae 
ca if or a a =f 4p ax on oy aan 
(T”) Mu 
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Da der Werth des Randintegrals 


OWmpr 
utes Ys | 
fr ay b 


(T") 
welcher nicht grésser als ¢,W,,, ist, fiir lime, = 0 ebenfalls den 
Grenzwerth Null besitzt, so ergibt sich, weil fiir lime, = O der Be- 
reich T’ in den Bereich T iibergeht, die Gleichung 
(15.) Wire = Vokes 


Den Erklaérungen der Grissen W,,,, V,,, zufolge andert keine 


dieser beiden Gréssen bei der Vertauschung beider Indices ihren 
Werth, es besteht daher die Gleichung 


(16.) Wve m =e a abe of = Vi i 


Andererseits hat in Folge der Gleichung (15.) auch die Grosse 
UE tee m+1 den Werth V 


me  tieraus ergibt sich die Gleichung 


(17.) ye n = WY Meets a Were 


™, 


Durch Wiederholung der Schlussweise, welche von der Grosse 


W,,, zu der Grésse W,,,,, gefiihrt hat, ergibt sich die Gleichung 
(LS.) We n Saber, ere TATE Wee n—2 eat eee Were n—k anit. ais Weta 


. Wird nun die Grésse W,,,,, zur Abkiirzung mit W,,, bezeichnet, 
so ergibt sich 


— W., 


m+tn—1* 


CLS Wa == Wo 8 Vege W. 


My mn m—1,n 


Es bestehen also fiir jeden ganzzahligen Werth von k, .welcher 
kleiner ist als ”, die Gleichungen 


(20.) ff [re eedray =f frre sdedy = W,, 
T T 
Ow, Ow, ee Ow,, 
/ I Me ale Tay ay) ae # dy 
Ow a Bee k 4 et ) 
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15. 
Einfiihrung der Constante e. 


Der bekannte Satz, dass die Discriminante einer definiten 
bindren quadratischen Form stets einen positiven von Null ver- 
schiedenen Werth besitzt, kann dazu angewendet werden, um eine 
Beziehung zwischen den absoluten Betrigen der iiber denselben Be- 
reich T auszudehnenden drei Doppelintegrale 


A =| [avay, B =f foxdvdy, o=| [xdedy 


herzuleiten, eine Beziehung, deren Kenntniss fiir die folgende Unter- 
suchung von Wichtigkeit ist. 

Die Gréssen gy, 7 bedeuten zwei reelle, fiir alle Stellen (, y) des 
Bereiches T eindeutig erkliérte Functionen der beiden Argumente 2, y, 
welche die Kigenschaft haben, erstens, dass die iiber den Bereich T 
ausgedehnten Doppelintegrale A, B,C unbedingt convergent sind, 
zweitens, dass der Quotient der beiden Functionen und x nicht einer 
Constanten gleich ist. 

Unter den angegebenen Voraussetzungen ist die biniire quadra- 
tische Form 


ff [eo + By) ae dy = A-e0°+2B-084+C-8 


eine definite, weil das Doppelintegral, dessen Werth mit dem Werthe 
der quadratischen Form iibereinstimmt, fiir kein von dem Werthe- 
paare « = 0, 6B = O verschiedenes Paar reeller Werthe der Grossen 
a, B gleich Null wird. Hieraus ergibt sich also die Beziehung 


(21.) AG—B'=0 oder |Bl=VA-vVG 


Wenn po = Vp-w,, 7 = Vp-w,, gesetzt wird, so erhalten 
A,B,C beziehlich die Werthe W,,, Woes, Won Es besteht dem- 
fh zwischen diesen drei Gréssen die Beziehung 


Vee = Ws 
Wee Wak 


(22..) 


Durch eine ganz analoge Schlussweise ergibt sich aus der Gleichung 


ffl Sanat Baa) 4, (S(etet Pes) y] aedy = 


= Wri V+2W,,- OB + Won B 
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a 


die Beziehung 

W, Vee 
23. a 
( ) Wags We 


Durch Verbindung der beiden Beziehungen (22.) und (23.) er- 
gibt sich 


5 We ee W, Ws; W, ot1 
(24. ) W, <a W, a W. SEE bch bce W.., Ze W. E 
V 
Wird nun der Werth des Quotienten cules mit c, bezeichnet, so 


n—1 


wird jedem den angegebenen Bedingungen geniigenden Bereiche T 
eine unbegrenzte Anzahl bestindig zunehmender Constanten ¢,, ¢,, ¢;, 
-¢,, +++ zugeordnet. 

Die obere Grenze dieser constanten Gréssen, eine ftir den be- 
trachteten Bereich T in Bezug auf die zu Grunde gelegte positive 
Function p charakteristische Constante, mége mit ¢ bezeichnet werden. 

Dass die Gréssen ¢,, ¢,, Cy ++ €,) eine bestimmte endliche obere 
Grenze besitzen, kann folgendermassen bewiesen werden. 

Es bezeichne g den gréssten unter allen denjenigen Werthen, 
welche die Function w, innerhalb des Bereiches T annimmt. Unter 


dieser Voraussetzung erlangt keine der Functionen 

Usa Uy etl a Wyse OD UO cine 
im Innern des Bereiches T einen positiven Werth, mithin haben die 
Groéssen 


W,.- g Wats ={ fe w,, (w,—9 Wnt) dx dy ? 
7 


Wri g Wi, = f {i pw, (wg w,_,) dau dy, 
T 


| 


negative Werthe, folglich ist jede der beiden Grissen ¢,,, ¢,,,, kleiner 
als die Grésse g. Hieraus ergibt sich aber, dass die obere Grenze ¢ 
der Constanten ¢,, ¢,,¢,, +--+ ¢,,-°* einen endlichen Werth besitzt. 


n 


16. 
Einfiihrung der Griésse Q. 
Aus der im vorhergehenden Art. abgeleiteten Beziehung zwischen 
den Werthen der mit A, B,C bezeichneten drei Doppelintegrale er- 
gibt sich, wenn 


W,-1\%, 2 
yp = p(z,y) a1(@ 9) 


te G (x,y; & 1) 
Qn 
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gesetzt, und der grésste Werth der Function p(x, y) mit P, der grésste 
Werth, den das Doppelintegral 


Af fe ay; E, 9) dex dy 
T 


annehmen kann, mit 2 bezeichnet wird, dass die durch die Gleichung 


w,(&, ) = w, (a £,Y) . 
V W.., eos ad J? (254) VW, Ga; Y; &; n) dxdy 
w,(&n) 


Tv on 


bestimmte Grésse stets kleiner ist als die Grésse 


a PQ 


2a Con—1 C, n 


mithin fiir alle Werthe des Index w» kleiner ist als die Grosse 


Bezeichnet R den gréssten unter allen denjenigen Werthen, welche 


die Grosse @ = V(w—£)*+ (y—7)* unter der Voraussetzung annimmt, 
dass jede Stelle (a, y) des Bereiches T mit jeder anderen Stelle (&, 1) 
dieses Bereiches combinirt wird, und wird mit w die Zahl der Blatter 
derjenigen Rie mannschen Fliche bezeichnet, welche den Bereich T 
geometrisch darstellt, so ergibt sich 


R o= se IAI, | 
G(#,y; 61) <log, Q<uf aig log’ (4 ) ede ae, 


e=0 
Q<tuh'a. 


ine 


Untersuchung der Convergenz der Reihe w.+w,+u,+:-- 


Aus der in dem vorhergehenden Art. bewiesenen Eigenschaft der 


Griésse es fiir keinen Werth des Index » die Grésse @ zu itiber- 


schreiten , ergibt sich, dass die Reihe 
(25.) w= w(2,y;t) =w,+u,(a,y)t+u,(2, y)P+ wv, (ey) +--+ ining. 


fiir alle Werthe der Grésse ¢, deren absoluter Betrag kleiner ist als 


a5 unbedingt und zugleich fiir alle dem Bereiche T angehérende 


Stellen (x,y) in gleichem Grade convergirt. 
Die Richtigkeit dieses Satzes folgt aus dem Umstande, dass die 
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einzelnen Glieder der angegebenen Reihe (25.) dem absoluten Betrage 
nach beziehlich kleiner sind als die Glieder der Reihe 


Q(VW+VW, tt VW P+: + VW, 8+: -), 


wiihrend der Quotient zweier auf einander folgenden Glieder dieser 
letzteren gleich Vc,,-1€,°¢ ist, der Grenzwerth dieses Quotienten fiir 
lim = © also den Werth c-7 hat. 

Mittelst der Formel (6.) des Art. 10 ergibt sich, wenn an die 
Stelle der Function f(&,7) der Ausdruck tp(&,)w(&,y;¢) gesetzt 
wird, dass die Function w = w(x,y; 7?) fiir alle Werthe der Grésse 
t, welche kleiner als a sind, in dem friiher angegebenen Sinne die 
partielle Differentialgleichung 4w+tp-w = 0 befriedigt. 

Hieraus folgt, dass, wenn die Grésse ¢ kleiner als 1 ist, die 
im Art. 9 aufgestellte Frage in bejahendem Sinne zu beantworten ist, 
weil in diesem Falle der Grésse ¢ der Werth 1 beigelegt werden kann. 


LS 
Untersuchung der Convergenz einiger unendlicher 
Producte. 


Aus der im Art. 16 bewiesenen Eigenschaft der Grésse Taal 
W., 


fiir jeden Werth des Index » kleiner zu bleiben, als eine bestimmte 


endliche Grosse Q, ergibt sich ferner, wenn in der Gleichung 


{fq VW. A didy = 1 


der eine der beiden Factoren 


des unter dem Integralzeichen 


Qn 


stehenden Ausdruckes durch Q ersetzt wird, dass die Beziehung besteht 


Hieraus folgt, dass die Grésse 


VW ee 


fiir jeden Werth des Index n _grésser ist als die Grésse ai und dass 


die Grosse 


Wee: 
~ fiir jeden Werth des Index n grisser ist als — 


W,, OF 
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: > W? 
Da die Grésse W den Werth 
2n 
2 2 2 2 
fe ca a ee Re | 
0 
C, C, Cs C, C; C, Con—1 Con 


besitzt, welcher bestiindig abnimmt, wenn der Index » zunimmt, und 


da diese Grésse bestindig grésser ist als die yon dem Werthe des 
1 : . WwW? 
—,;, 80 besitzt die Grésse — fir 
q Wee 
lim » = co einen bestimmten endlichen von Null verschiedenen Grenz- 


Index n nicht abhaingende Grésse 


werth, mit anderen Worten, das unendliche Product 


dessen Factoren simmtlich kleiner sind als die Einheit, ist unbedingt 
convergent. 
Hieraus folgt unter Beriicksichtigung der Beziehung 


Ce 


” C,, 
—_ <<, 
Con—1 C 


dass auch das unendliche Product IT, ( 


Qn 2n 

C, 
Con 
Die Factoren des letzteren unendlichen Productes kénnen nun in 


) unbedingt convergent ist. 


der Weise in unendlich viele Gruppen von je unendlich vielen Fac- 
toren zusammengefasst werden , 


m N\Cn, C, Uy €, Cy Cge 
Cy Ce Gin One 
ae Ce Cyn Cag Og 
>< ee , ice C0 
10 ©20 "0 
>< ey ; Os ee 
Cig Og 


dass sich die Gleichung 


1, (2) = &.&.%.%... = 1, (=) 
HNC. ea ee wr ¢ 


ergibt. Es ist also auch das unendliche Product 
Con—1 
ine 
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unbedingt convergent; folglich besitzt, da 


©on—a eee Con 
C C 


i 


ist, das unendliche Product TJ, eS disselbalEicenscnath, 


Hieraus ergibt sich aber die unbedingte Convergenz des unend- 


n(*s-$) = m2) 


19. 


Einfiihrung der Functionen w, und der Groéssen &,,. 
Dierel ai lwceeels 


lichen Productes 


Wenn die Functionen tv, und die Gréssen YW, durch die Gleichungen 


w, = c'w,, W, = eX, erklart werden, so bestehen die Gleichungen 
40,,+ ae ee Pam ite ny) eee fm 
n C p m1 ~ ’ m i) ¢ Cc C 


In Folge der unbedingten Convergenz des unendlichen Productes 
bi & nihert sich der Werth der Grésse X,, fiir unbegrenzt wach- 
sende Werthe des Index m bestiindig abnehmend einem bestimmten 
von Null verschiedenen Grenzwerthe, welcher mit & bezeichnet 


werden soll. 
Es ergibt sich 


f [v-r.dedy =a, [fe wa, dedy = 7, ty Oa 
T | T : 
Aus der Gleichung 


[ I iy (to, Wasi )” da dy << oe CP US = ae 
a 


wird zunichst gefolgert, dass der Werth des auf der linken Seite 
dieser Gleichung stehenden Doppelintegrales fiir jeden beliebig grossen 
positiven ganzzahligen Werth der Grésse & unendlich klein wird fiir 
unendlich grosse Werthe des Index ». Folglich wird auch das 
Doppelintegral 


{ [x (tv, — weay' da dy, 
. 


nae ee wee 
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dessen Werth kleiner ist als PS, — 2B, 43+ Baier) = o,, fir un- 
endlich grosse Werthe des Index » unendlich klein. Hieraus ergibt 
sich als eine Folge der Gleichung 


1D, (ar, Woe ae) = 
a 
= 5 |] {| vl 2) [,(&,4)—m,,.(€, 7)] FE, 03 @, y)dé dy 
2c ie 


bei Anwendung des im Art. 15 bewiesenen Hiilfssatzes, dass 


il a he 
| Wass (2 Be a y) |< Tee V/Qo,,. 


Also wird der absolute Betrag der Differenz 
Wii(%,Y)— Wyre (2, Y), 
wenn & eine beliebig grosse positive ganze Zahl bezeichnet, fiir un- 
endlich grosse Werthe des Index m fiir alle dem Bereiche T ange- 
hérenden Stellen (z,y) in gleichem Grade unendlich klein. 

Hieraus ergibt sich aber, dass die Functionen tv,(a, y) fiir unend- 
lich grosse Werthe des Index n gegen eine bestimmte Grenzfunction 
convergiren, welche mit tv = tv(z,y) bezeichnet werden soll. 

Diese Grenzfunction w geniigt in dem friiher angegebenen Sinne- 
fiir den Bereich T der partiellen Differentialgleichung 41 + = p= 
und nimmt langs der ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth 
Null an. 

Es ist hiermit der Satz bewiesen: Wenn die bei Zugrundelegung 
der Function p fiir den betrachteten Bereich T sich ergebende Con- 
stante c den Werth 1 besitzt, so gibt es stets eine Function tv, welche 
fiir den Bereich T der partiellen Differentialgleichung 41 fp. =0 
geniigt, welche lings der ganzen Begrenzung des Bereiches T den 
Werth Null, im Innern desselben aber nur positive Werthe annimmt. 


20. 


Die Constante 2 als Minimum. Folgerungen. 


Es bezeichne u = u(z,y) eine stetige, fiir alle dem Bereiche T 
angehérenden Stellen (w,y) eindeutig erklarte Function der beiden 
Argumente x,y, welche, ohne bestindig gleich Null zu sein, lings der 
ganzen Begrenzung des betrachteten Bereiches den Werth Null an- 
nimmt und fiir welche das tiber den Bereich T ausgedehnte Doppel- 


integral 
Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 


17 
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fal Ee se) Jaeay 


eine bestimmte Bedeutung hat. 
Wenn die Werthe der beiden ae es 


J fe Rae dyad Il eS SG) \aedy 


zur Abktirzung beziehlich mit J,(w) und J,(w) bezeichnet werden und 
mit w, unter der Voraussetzung, dass der Grosse ¢ ein positiver Werth 


beigelegt wird, welcher kleiner ist als = die im Art. 17 (25.) er- 
klarte Function w(z,y;t) bezeichnet wird, so besteht die Gleichung 


(26.) J.(u)—tJ,(u) Sala aE +(- 2) |avdy, 


welche sich aus der Identitat 


fe (=) Pa ere ee AOU 
Ey ( 2h i Ox ww On a Oy w oy 


0 (ui ow 0 (u? dw 
Ox \w Ox Oy \w oy 


u 
Me ap Ae t tp w) 


durch Integration ergibt. 


Der Gleichung (26.) zufolge ist der Werth des Quotienten an 


fiir jede den angegebenen Bedingungen geniigende Function wu grésser 
als die Grosse ¢. Hieraus ergibt sich zunichst der Satz: Unter den- 


jenigen Werthen, welche der Quotient of 3 unter den angegebenen 


Bedingungen annehmen ae gibt es keinen Werth, welcher kleiner 


als — ist. 
¢ 


Bezeichnet » = w(a,y) die im Art. 19 erklirte Function, SO er- 
gibt sich in Folge der Identitat 


(28) Cry 
= (woe 2 (2 eee Ea: 


durch ein Verfahren, welches dem im Art. 14 dargelegten Schluss- 
verfahren analog ist, die Gleichung 
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J,(w) —— Uatin) == 0, 


Hieraus folet: Der Werth der Grisse 2 ist der kleinste unter 


denjenigen Werthen,” welche der Quotient 


aS unter den angege- 
benen Bedingungen annehmen kann. 

Bei gewissen auf den betrachteten Bereich T sich beziehenden 
Problemen der Variationsrechnung fihrt die Untersuchung der in Be- 
tracht kommenden zweiten Variation zu der Frage, ob ein tiber diesen 
Bereich auszudehnendes Doppelintegral 


[IU Ga) + Gp) ew ]teay = 209-1509 = 700 


fiir alle, den angegebenen Bedingungen geniigenden Functionen w nur 
positive Werthe annimmt, oder ob es auch solche Functionen u gibt, 
fiir welche dieses Integral den Werth Null oder negative Werthe 
annimmt. 

Diese Frage kann, wenn die Function p den im Art. 9 angege- 
benen Bedingungen gentigt, nach dem Ergebnisse der vorstehenden 
Untersuchung wie folgt beantwortet werden. 

I. Wenn die bei Zugrundelegung der Function p fiir den be- 
trachteten Bereich sich ergebende Constante c kleiner ist als 1, so 
nimmt das Doppelintegral J(u) fiir alle Functionen, welche den an- 
gegebenen Bedingungen geniigen, positive Werthe an. 

II. Wenn diese Constante den Werth 1 besitzt, so nimmt das 
Doppelintegral J(u) ausser positiven Werthen auch den Werth Null, 
aber keinen negativen Werth an. 

III. Wenn die Constante c¢ groésser als 1 ist, so nimmt das 
Doppelintegral J(u) ausser positiven Werthen und dem Werthe Null 
auch negative Werthe an. 

Es bezeichne v = v(az, y) ein fiir alle Stellen (x,y) des Bereiches 
T eindeutig erklartes, den im Art. 9 angegebenen Bedingungen ge- 
niigendes particuléres Integral der partiellen ear Ne ie 
Av+p-v = 0. 

Bezeichnet ¢ eine reelle Constante, so ergibt sich 

J(v+eu)—J(v) = #& J(u). 
Hieraus folgt, dass die Grésse J(v) kleiner ist als jede der Gréssen 
J(v +eu), wenn ¢e<1 ist. Ist c= 1, so besteht fiir alle Werthe von 


é die Gleichung J(v + ew) = J (v). Ist endlich ¢> 1, so gibt es unter 
* ve: 
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den Werthen, welche die Grésse J(v+eu) annehmen kann, sowohl 
solche, welche grésser sind als J(v), als auch solche, die kleiner sind 
als J(v). 


21. 


Stetige Aenderung des Werthes der Constante ¢ 
bei stetiger Verkleinerung des Bereiches T. 


Mit T und T’ mégen zwei den angegebenen Bedingungen genii- 
gende Bereiche bezeichnet werden, welche zu einander in der Bezie- 
hung stehen, dass der Bereich T den Bereich T’ als Theil enthalt. 
Derjenige Bereich, welcher sich ergibt, wenn aus dem Bereiche T alle 
Stellen ausgeschieden werden, welche dem Innern des Bereiches T’ 
angehéren, mége mit T”, die den beiden Bereichen T’ und T” gemein- 
same Begrenzungslinie mége mit (T’) bezeichnet werden. 

Es seien ¢ und c’ die unter Zugrundelegung der Function p fiir 
die beiden Bereiche T und T’ sich ergebenden charakteristischen Con- 
stanten. 

Bezeichnet » = v(a, y) eme Function, welche fiir den Bereich T’ 
dieselbe Bedeutung hat, wie nach dem Inhalte des Art. 19 die Func- 
tion tv fiir den Bereich T, und wird festgesetzt, dass der Function 
b(a,y) fiir die dem Bereiche T” angehérenden Stellen (x,y) der Werth 
Null beigelegt werden soll, so ergibt sich die Gleichung 


T,(0+ eu) — + J, (0+) 
dp ou, oo ou 1 ‘ 1 
Pag ef f Ge az! oy ay spon) dedy + [7-450], 


in welcher die Function w die im Art. 20. erklirte Bedeutung hat. 
Bezeichnet jetzt dl die Linge eines serene, der den Bereichen 


T’ und T” gemeinsamen Begrenzungslinie (T’ ees > die in der Rich- 


tung der Normale dieses Elementes genommene ast Ableitung, 
wobei diejenige Richtung dieser Normale als positiv betrachtet wird, 
welche in das Innere des Bereiches T’ fiihrt, so ergibt sich 


(29.) T,(v-+ eu) ——; T,(0-+ en) sg = 26 uP dite OF 5 J,(0) 
(1) 
Die Function w kann, weil die partielle Ableitung a weder 


lings der ganzen Begrenzung des Bereiches T’, noch lings eines 


a oe 
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Theiles derselben den Werth Null annimmt, stets so gewahlt werden, 


ov : 
dass das Integral if ess dl einen von Null verschiedenen Werth erhilt. 
(T’) 
Hieraus ergibt sich, dass die Grésse 


J,(v feu) J, (0 + eu) 


bei passender Wahl der Grisse « und der Function uw auch nega- 


tive Werthe annimmt; der Quotient pdDaaey) nimmt demnach auch 


J,(v + eu) 
solche Werthe an, die kleiner sind als die Griésse v3 also ist die 


Grésse 2 kleiner als die Grésse = mithin ¢ grésser als ¢’. 

Hieraus folgt: wenn der Bereich T’ ein Theil des Bereiches T 
ist, so ist die unter Zugrundelegung der betrachteten Function p fiir 
den Bereich T’ sich ergebende Constante c’ kleiner als die unter 
Zugrundelegung dieser Function fiir den Bereich T sich ergebende 
Constante c. 

Es soll nun bewiesen werden, dass bei einer stetigen Verkleine- 
rung des Bereiches T der Werth der Constante c sich ebenfalls stetig 
andert. 

Fiir den Bereich T denke man sich die im Art.19 erklarte 
Function wv = tv(v,y) bestimmt, welche, wenn die Grosse oi mit ¢ 


bezeichnet wird, im angegebenen Sinne der partiellen Differential- 
gleichung 4 +tp-w = 0 geniigt und lings der ganzen Begrenzung 
des Bereiches T den Werth Null annimmt. Es werde nun, wenn ¢ 
eine von Null verschiedene positive Grésse bezeichnet, deren Kleinheit 
keiner Beschrinkung unterliegt, derjenige Theil des Bereiches T, fiir 
welchen tv (a, y) =< ist, mit T’ bezeichnet. Dieselbe Bedeutung, welche 
die Functionen w, = w,(x,y) und die Gréssen W,,¢,, ¢ fiir den Be- 
reich T besitzen, mége den Functionen v, = v,(#, y) und den Groéssen 
V,,c.,c’ fir den Bereich T’ zukommen. 

-Fiir alle dem Bereiche T’ angehérenden Stellen (x,y) gilt, da die 
Function tv fiir keine dieser Stellen den Werth Null annimmt, dem 
Inhalte des Art. 17 zufolge die Gleichung 

w= e(v,t0,6+v,0+0,0+--:), 
aus welcher sich durch Integration ergibt 


f[ fowaedy = @(VitV,t+V,P+V,0+---) = 
7, 


= Viltcttee?+ecaqcl+---). 
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Wenn 3’ den Werth des Doppelintegrals auf der linken Seite 
dieser Gleichung bezeichnet, so er sae sich, weil jede der Gréssen c¢, 


kleiner als c’ und die Grosse ¢’t = — kleiner als 1 ist, 
BW < Van, Bee) < eM 
Da lim W’ fiir lim ¢ = O von Null verschieden ist, so folgt, dass 


die Griésse c—c’ fiir unendlich kleine Werthe von ¢ ebenfalls unend- 
lich klein wird. 

Bezeichnet nun T* einen beliebigen Bereich, welcher den Bereich 
T’ als Theil enthilt und selbst wieder ein Theil des Bereiches T ist, 
und bezeichnet c* den Werth der diesem Bereiche in Bezug auf die 
Function p entsprechenden charakteristischen Constante, so ergibt 
sich aus zweimaliger Anwendung des zu Anfang dieses Art. bewie- 
senen Satzes, dass zwischen den Werthen der drei Constanten c’, c*, ¢ 
die Beziehung ¢’ < c*<c besteht. 

Hiermit ist der Satz bewiesen : 

Bei jeder stetigen Verkleinerung des Bereiches T dndert sich der 
Werth der diesem Bereiche in Bezug auf die Function p entsprechenden 
charakteristischen Constante ¢ ebenfalls stetig. 


22. 
Anwendu auiidenvwk alltpi === = 
wendung p ieee 
: : : Say: 8 
W die Funct durch die Gleich set eS 
enn die ane ion p Hes 1e Gleichung p Gpety) be 
stimmt und ~+yi = $s, t-yr = 8,, w = w gesetzt wird, so geht 


die partielle Differentialgleichung 4w+p-w = O tiber in 


Oy 2y 


. 08 OS, uy CORE a 


deren allgemeines Integral, wenn mit G(s), G,(s,) zwei Functionen 


der beiden complexen Gréssen s,s, bezeichnet werden, durch die 
Gleichung 


$= F@4AG,)- Tp iG) +94,6,) 


gegeben wird. 
Wird die Bedingung gestellt, dass jedem Paare conjugirter | 
Werthe s,s, ein reeller Werth der Grésse » entsprechen soll, so muss 
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die Function G,(s,) mit der zu der Function G(s) gehdrenden conju- 

girten Function des conjugirten complexen Argumentes iibereinstimmen. 
Die Form der betrachteten partiellen Differentialgleichung bleibt 

ungedndert, wenn auf*dieselbe die gleichzeitigen Substitutionen 


as’ —b a 0,8,= 5, 


NO Sk! ; bsita 


! 


angewendet werden. Hierbei bezeichnen s’, s; zwei complexe ver- 
anderliche, a, a,,b,b, vier reelle oder complexe constante Grissen, 
welche letzteren der Bedingung unterworfen sind, dass die aus den- 
selben gebildete Grosse aa,+ bb, nicht gleich Null sein darf. Damit 
Jedem Paare conjugirter Werthe der Gréssen s,s, ein Paar conju- 
girter Werthe der Gréssen s’, s’ entspreche, sind den Gréssen a, a,; 
b, b, zwei Paare conjugirter Werthe beizulegen. 
Durch die Gleichungen 


s+s, 1 s—s, ss,—1 


rae: 


ess 1 $s bd 


wird ein eindeutiges Entsprechen zwischen den Punkten der x y-Ebene 
und den Punkten der Kugelfliche X°+Y°+Z? = 1 vermittelt. Es 
entspricht daher jedem der betrachteten Bereiche T ein gewisser 
sphirischer Bereich, welcher das sphirische Bild desselben ge- 
nannt werden kann. 

Durch die angegebenen Substitutionen wird in Folge der Gleichung 


4dsds A4ds'ds' 
72 2 2 1 —— 1 
adX?+dY*+dZ? = (ss,41)? ~ (e's 41) 


nur die Lage, nicht die Gestalt dieses sphiirischen Bildes verdndert. 
~ Der Gesammtheit aller gleichzeitigen Substitutionen (s, s’), ( s,, 81) 
entspricht unter den beziiglich der Gréssen a, a,, ), }, gestellten Be- 
dingungen die Gesammtheit aller Drehungen der Kugelfliche 
X?+¥74+Z? = 1. , 
Bei Zugrundelegung der im Vorstehenden bezitiglich der Function 
p gemachten Annahme ist es daher méglich, von der tiber der xy- 
Ebene ausgebreiteten Riemannschen Fliche, durch welche der Be- 
reich T geometrisch dargestellt wird, zu dem sphirischen Bilde der- 
selben tiberzugehen und die Ergebnisse der im Vorhergehenden ange- 
stellten Untersuchungen, insbesondere die aus dem Werthe der Griésse 
¢ zu ziehenden Schlussfolgerungen auf das sphirische Bild zu tiber- 


tragen. 
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Durch Einfiihrung der Gréssen s,s, als unabhiingiger Variablen 
erhilt die partielle Differentialgleichung der Kugelfunctionen 1 
Ranges die Gestalt 

ax,  n(n+1)X, 
Os 0S, (1+ss,) 


== (): 


Hieraus folgt, dass jede der partiellen Differentialgleichung 


ay fy Oh 
@s0s, | (+ss, 


gentigende Function eine Kugelfunction ersten Ranges ist. 

Durch Specialisirung der Function G(s) kann man unendlich viele 
specielle sphirische Bereiche erhalten, von welchen jeder einzelne so 
beschaffen ist, dass eine bestimmte Kugelfunction ersten Ranges fiir 
diesen Bereich den im Art.8 unter II. angegebenen Bedingungen 
gentigt. 


Bei Zugrundelegung der Function p = cE hat die Con- 
stante ¢ fiir alle diese Bereiche den Werth 1. 
: : ‘ 1—2°—y’ 
a al A = 
Wenn G(s) = 4s gesetzt wird, so ergibt sich w wees 


Dem Bereiche y= 0 entspricht in diesem Falle die Flache einer 
Halbkugel. 

Nach dem Inhalte des Art. 21 folgt hieraus, dass fiir jeden Be- 
reich T’, dessen sphirisches Bild ein Theil einer Halbkugelfliche 
ist, der Werth der charakteristischen Constante c’ kleiner als 1 ist. 

Wenn der Werth der unter Zugrundelegung der Function 
o—— aaa fiir einen Bereich T sich ergebenden Constante ¢ 
grésser als 1 ist, so ist es auf unendlich mannigfaltige Weise mig- 
lich, emen Theil T’ dieses Bereiches so abzugrenzen, dass das sphi- 
rische Bild desselben ein Theil einer Halbkugelfliche ist, dass also 
die dem abgegrenzten Bereiche T’ entsprechende charakteristische 
Constante c’ kleiner als 1 ist. 

Ebenso ist es auf unendlich mannigfaltige Weise mdglich, eine 
von einem Parameter abhingende, die beiden Bereiche T und T’ ent- 
haltende Schaar von Bereichen zu construiren, so dass fiir je zwei 
unendlich benachbarte Bereiche dieser Schaar die Voraussetzungen des 
im vorhergehenden Art. bewiesenen Lehrsatzes erfiillt sind. ms 

Bezeichnet T* einen beliebigen Bereich dieser Schaar und c* die 


diesem Bereiche in Bezug auf die Function p = ae ent- 
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sprechende Constante, so folgt, dass die Grésse c* jeden zwischen 
c’ und ¢ liegenden Werth annimmt. 
Es ist also der Satz bewiesen: Wenn die bei Zugrundelegung der 


Function p = fiir einen bestimmten Bereich T sich er- 


dpetyy 
gebende charakteristische Constante c grésser als 1 ist, so ist es auf 
unendlich mannigfaltige Weise méglich, von diesem Bereiche einen 
Theilbereich T* abzugrenzen, fiir welchen die unter Zugrundelegung 
derselben Function p sich ergebende Constante ¢* den Werth 1 besitzt. 

In Hinblick auf den im Art. 19 bewiesenen Lehrsatz ist somit 
der Nachweis geliefert, dass die im Art. 8 betrachteten drei Fille 
die Gesammtheit aller Fille erschépfen, welche in Bezug auf die Ent- 
scheidung der gestellten Frage eintreten kénnen. 


Schluss. 


Hinige den Grenzfall betreffende Bemerkungen. 


23. 


Den Bedingungen des Grenzfalles entsprechende Mi- 

nimalflichenstticke, fiir welche die Higenschaft des 

Minimums im gewoéhnlichen Sinne zu bestehen aufhért. 

Verallgemeinerung des yon Herrn Lindeléf zuerst unter- 
suchten speciellen Falles. 


Wenn fiir ein Minimalflaichenstiick M der im Art. 8 unter I. an- 
gefiihrte Grenzfall eintritt, so kann die Frage aufgeworfen werden, 
ob, beziehungsweise in welchem Sinne fiir dieses Flachenstiick unter 
der Voraussetzung, dass die Begrenzungslinie desselben unverandert 
gelassen wird, ein Minimum des Flacheninhalts eintritt. 

Zur Beantwortung dieser Frage kann man sich der Gleichung 
(5.) des Art. 2 und der Formeln des Art. 7 bedienen. 

Unter Wiederaufhebung der Bedingung, dass die Function » auch 
lings der ganzen Begrenzung des Bereiches T nur von Null verschie- 
dene Werthe annehmen soll, mége in den Formeln des Art. 7 fiir die 
Function» das den Bedingungen des erwihnten Grenzfalles gentigende 
particulire Integral der partiellen Differentialgleichung 

ay oy Sp 
a a 
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eesetzt werden. Die Veriinderlichkeit der Gréssen &, 9 werde auf den 
Bereich T, die Veriinderlichkeit des Parameters ¢ auf solche Werthe 
beschrinkt, deren absoluter Betrag eine gewisse von Null verschiedene 
positive Grésse e’ nicht tiberschreitet. 

Fiir jeden hinreichend kleinen Werth der Grosse é’ stellen unter 
den angegebenen Voraussetzungen die Gleichungen 


w=atsdx, y =ytedy, 2 = et+edz, 


- wenn 2’, y’, 2’ die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes bedeuten, 
eine Schaar yon Minimalflichenstiicken dar, welche so beschaffen ist, 
dass fiir je zwei unendlich benachbarte Minimalflichenstiicke dieser 
Schaar die im Art. 1 angegebenen Bedingungen erfiillt sind. 

Die Gesammtheit derjenigen Tangentialebenen des Minimalflachen- 
stiickes M, deren Beriihrungspunkte der Randlinie dieses Flachen- 
stiickes angehéren, umhiillt allgemein zu reden eine gewisse ab- 
wickelbare geradlinige Fliche, welche mit ® bezeichnet werden 
mége. Die erzeugenden Geraden dieser Flache fallen mit den den 
Tangenten der Randlinie des Flachenstiickes M im Dupinschen Sinne 
conjugirten Tangenten dieses Flichenstiickes zusammen. © Fiir 
jeden Punkt der Randlinie ist die letztere Tangente, mithin auch die 
durch diesen Punkt hindurchgehende geradlinige Erzeugende der 
Flache ®, der Strecke mit den Coordinaten dz, dy, dz parallel. 

In Folge der Gleichungen 


Xda +Ydy+Zde = 0, Xddx+Ydoy+Zddz = 0, Xdx+Yoy+Zoe = 0, 


von denen die beiden ersten fiir alle Stellen (€, 7) des Bereiches T 
erfiillt sind, wihrend die dritte nur lings der Begrenzung desselben 
Geltung hat, ist' die abwickelbare Fliche ® eine einhiillende 
Flache der betrachteten Schaar von Minimalflaichen. 

Die Gesammtheit aller Punkte der Flache ®, welche den dem 
Intervalle —e’<¢=e' angehiérenden Werthen des Parameters ¢ ent- - 
sprechen, bildet allgemein zu reden eine endliche Anzahl giirtelfér- 
miger Flachenstreifen I’, von welchen jeder aus einer endlichen An- 
zahl von Stiicken analytischer Flichen besteht. 

Die Gesammtheit der Flichenstreifen I’ und die den Werthen 
é = —e, ¢ = & entsprechenden Minimalflichenstiicke der betrach- — 
teten Schaar bilden zusammengenommen die vollstiindige Begrenzung 
eines ganz im Endlichen liegenden Theiles des Raumes, welcher mit 
R, bezeichnet werden mige, 
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In Folge der Gleichung (5.) des Art. 2 gilt folgender Satz: Jedes 
zusammenhdngende, aus einer endlichen Anzahl von Stiicken analyti- 
scher Flachen gebildete Flachenstiick F, dessen vollstiindige Begren- 
zung mit der Begrenzting des Minish dulstielies M zusammenfallt, 
und dessen innere Punkte siimmtlich dem Innern des Raumes R 
angehéren, hat grésseren Flacheninhalt, als das Minimalflichen- 
stiick M. : 

Die Geltung des vorstehenden Satzes erstreckt sich nicht ohne 
Weiteres auch auf solche Flachenstiicke, welche zwar aus dem Raume 
R nicht heraustreten, jedoch mit den der Begrenzung desselben ange- 
hérenden Theilen der Fliche ® Flachenstreifen von endlicher Aus- 
dehnung gemeinsam haben. 

Es kann niémlich der Fall eintreten, dass fiir ein den Bedingungen 
des Grenzfalles geniigendes Minimalflichenstiick M der reelle Theil 


_ lings der ganzen Begrenzung des 
Bereiches T dasselbe Vorzeichen besitzt. Wenn diese Bedingung er- 
fiillt ist, so legen alle Theile der Flache ®, aus denen die Flichen- 
streifen |’ bestehen, auf derselben Seite des Minimalflichenstiickes 
M, und es gibt unendlich viele aus dem Raume R nicht heraustretende, 
im Uebrigen den gestellten Bedingungen geniigende Flichenstiicke EF”, 
deren Flacheninhalt mit dem Flacheninhalte des Minimalflichenstiickes 
M der Grosse nach tibereinstimmt. 
Jedes dieser Flachenstiicke F* besteht aus einem Minimalflaéchen- 
stiicke M* der betrachteten Schaar und einer endlichen Anzahl giirtel- 
formiger Flachenstreifen [*, welche Theile der Begrenzungsfliche des 
Raumes R sind, und durch welche die Begrenzungslinie des Minimal- 
flichenstiickes M* mit der Begrenzungslinie des Minimalflichenstiickes 
M in Verbindung gebracht wird. Hierbei hat der zu dem Minimal- 
flichenstiicke M* gehdrende Werth «* des Parameters ¢ eee Vor- 


1 
zeichen, wie der reelle Theil der complexen Grisse x a ee ae lings 


der complexen Grisse =~ 


der Begrenzung des Bereiches T. 

Da die mittlere Kriimmung der die Flichenstreifen I* bildenden 
Flichenstiicke einen von Null verschiedenen Werth hat, so ist es 
méglich, durch solche Variationen dieser Flichenstiicke, welche die 
Begrenzung derselben unveridndert lassen, den Flacheninhalt der- 
selben zu verkleinern. In dem betrachteten Falle gibt es also 
unendlich viele, zusammenhiingende, dem Minimalflichenstiicke M un- 
endlich benachbarte, von derselben Randlinie begrenzte Flaichenstiicke, 
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welche kleineren Flicheninhalt besitzen als das Minimalflachen- 
stiick M. 

Die beste Veranschaulichung der vorstehenden Betrachtungen ge- 
wihrt der von Herrn Lindeléf in seinem Lehrbuche der Variations- 
rechnung*) behandelte und durch Figuren erladuterte specielle Fall 
eines von zwei Parallelkreisen begrenzten zweifach zusammenhangenden 
Theiles eines Catenoids. 

Dieser mit den Hiilfsmitteln der Variationsrechnung zuerst von 
Herrn Lindeléf untersuchte classische specielle Fall entspricht, 
wenn mit C eine reelle Constante bezeichnet wird, den Annahmen 

1 
5() = gr, G(s) = s(logs +0). 

Der Bereich T ist in diesem Falle ein zweifach zusammenhin- 
gendes von zwei concentrischen Kreisen begrenztes Ringgebiet; die 
Fliche ® wird von den Mantelflichen zweier Rotationskegel gebildet, 
deren Mittelpunkte und deren Axen zusammenfallen. 

Es bietet keine Schwierigkeit, fiir passend gewahlte Theile solcher 
Minimalflachen, welche von einer Schaar von Kegelflachen zweiten 
Grades eingehiillt werden**), eine analoge Untersuchung durchzu- 
fiihren. An die Stelle der beiden Rotationskegel treten hierbei zwei 
Kegel zweiten Grades, welche eine gemeinschaftliche Hauptebene 
besitzen und von denselben beiden Schaaren paralleler Ebenen in 
Kreisen geschnitten werden. 


24, 


Den Bedingungen des Grenzfalles entsprechende Mini- 
malflichenstiicke, fiir welche die Eigenschaft.des Mi- 
nimums uneingeschrankt bestehen bleibt. 


Einem Minimalfliichenstiicke M, welches der im Art. 8 unter II. 
angegebenen Bedingung gentigt, kann dessenungeachtet die Eigenschaft 
zukommen, kleineren Flicheninhalt zu besitzen, als alle anderen 
Flachenstiicke, deren vollstindige Begrenzung mit der Begrenzung 
dieses Minimalflachenstiickes tibereinstimmt. 


*) Legons de calcul des variations, par L. Lindeléf, Paris 1861, p. 204—214, 
Vergl. auch die Abhandlung: Sur les limites entre lesquelles le caténoide est une 
surface minima. Par L.Lindeléf. Acta societatis scientiarum Fennicae, tomus IX., 
Helsingfors 1871. (Mathematische Annalen, Band II, Seite 160.) 

**) Siehe §. 190—204 dieses Bandes, 
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Ks wird hierbei als selbstverstindlich betrachtet, was iibrigens 
auch bisher stillschweigend als selbstverstindlich betrachtet worden 
ist, dass mit dem Minimalflichenstiicke M nur solche Flaichenstiicke 
verglichen werden, welche ohne Aufhebung des Zusammenhanges ihrer 
Theile und bei ungedndert gelassener Begrenzung durch continuirliche 
Variationen in das Minimalflichenstiick M iibergefiihrt werden kénnen. 

Beispiele solcher Minimalflachenstiicke, welchen in dem angege- 
benen Sinne ein Minimum des Flacheninhalts zukommt, ergeben sich, 
wenn unter der Voraussetzung, dass 4 eine positive constante Grisse 
bezeichnet, welche kleiner als 1 ist, 


$0) =a, 4) = s(¢—s%) 


gesetzt wird.*) 

Durch diese Angaben wird fiir jeden Werth der Constante 4 ein 
einfach zusammenhingendes Flachenstiick, ein von zwei geraden 
Strecken und von zwei Schraubenlinien begrenzter Theil einer 
Schraubenfliche der Gestalt nach bestimmt, fiir welchen bei un- 
verindert gelassener Begrenzung die zweite Variation des Flichen- 
inhalts zwar den Werth Null, aber nicht negative Werthe an- 
nehmen kann. 

Jeder der vier Theile, aus denen die Begrenzung eines solchen 
Minimalflachenstiickes besteht, ist eime Asymptotenlinie desselben. Die 
Fliche ® besteht aus zwei singuliéren Geraden und zwei abwickelbaren 
Schraubenflichen, deren Riickkehrkanten die der Begrenzung des Mi- 
nimalflachenstiickes angehérenden Schraubenlinien sind. 


Die vorstehende Abhandlung hat wihrend eines Ferienaufenthaltes 
des Verfassers in dem gastlichen Finnland die Form erhalten, in 
welcher dieselbe vorliegt. 

Der finnlindischen Gesellschaft der Wissenschaften spreche ich 
fiir die Auszeichnung, welche sie dieser Arbeit durch Aufnahme der- 
selben in ihre Acta hat zu Theil werden lassen, den gebitihrenden 
Dank aus. 


*) Siehe S. 161 und 162 dieses Bandes. 


Ueber specielle zweifach zusammenhingende 
Flichenstiicke, welche kleineren Flichen- 
inhalt besitzen, als alle benachbarten, von 
denselben Randlinien begrenzten Flachenstiicke. 


Der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen vorgelegt am 2. Juli 1887. 
Abhandlungen der Kénigl. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, Band 34. 


Die im Jahre 1761 von Lagrange gestellte Aufgabe, unter allen 
von derselben Randlinie begrenzten Flachen diejenige zu bestimmen, 
welche den kleinsten Flacheninhalt besitzt, hat zu einer grossen Zahl 
von Untersuchungen Veranlassung gegeben. 

Den ersten Schritt zur. Lisung der genannten Aufgabe hat La- 
grange selbst gethan, indem er mit Hiilfe der von ihm begriindeten 
Variationsrechnung feststellte, dass die gesuchte Flache einer. be- 
stimmten partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung gentigen muss. 

Wie Meusnier bemerkte, ist diese Differentialgleichung analy- 
tischer Ausdruck der Bedingung, dass die mittlere Kriimmung 
der zu bestimmenden Fliche in jedem Punkte derselben den Werth 
Null haben muss. 

Dem Sprachgebrauche, mit dem Worte Minimalflache eine 
krumme Fliche zu bezeichnen, deren mittlere Kriimmung in jedem 
ihrer Punkte gleich Null ist, schliesse ich mich an. | 

Das von Lagrange gefundene Resultat hat viele Jahre spiiter 
durch die Abhandlung ,Principia generalia theoriae figurae fluidorum 
in statu aequilibrii“, welche Gauss im Jahre 1829 der hiesigen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften vorgelegt hat, eine wesentliche Vervoll- 
stindigung erfahren. In dieser Abhandlung hat Gauss zum ersten 
Male Variationen yon Doppelintegralen, bei denen auch die Grenzen 


Ueber specielle zweifach zusammenhingende Minimalflachenstiicke. all 


als veranderlich angesehen werden, in Betracht gezogen, hierdurch fiir 
die Untersuchungen iiber Minimalflichen ein héchst wichtiges, unent- 
behrliches Hiilfsmittel geschaffen und alle, die Fliachen kleinsten 
Flacheninhalts betreffenden Fragen, deren Beantwortung nur die Unter- 
suchung der ersten Variation des Flacheninhalts erfordert, voll- 
stindig erledigt. 

Mit der allgemeinen Integration der von Lagrange aufgestellten 
partiellen Differentialgleichung der Minimalflachen sowie mit der Auf- 
findung allgemeiner Eigenschaften dieser Flichen haben sich viele 
Mathematiker beschiiftigt; in Frankreich und Belgien Monge, Le- 
gendre, Ch. Dupin, M. Roberts, 0. Bonnet, E. Lamarle, in 
Italien Brioschi, Beltrami, Dini, in Schweden und Norwegen 
E. G. Bjérling, 8S. Lie, in Deutschland Minding, Weingarten, 
Weierstrass, Riemann. 

Die beiden letztgenannten Mathematiker haben auch die Aufgabe 
behandelt, ein Minimalflachenstiick zu bestimmen, dessen Begrenzung 
von einer vorgeschriebenen, aus geradlinigen Strecken bestehenden 
Randlinie gebildet wird. Fiir eine Reihe specieller Fille habe ich 
diese Aufgabe vollstindig durchgefiihrt, auch einige Falle behandelt, 
in welchen die Begrenzung des zu bestimmenden Minimalflichenstiickes 
nur zum Theil von gegebenen geradlinigen Strecken, zum andern 
Theile aber von Curvenstrecken gebildet wird, welche der Bedingung 
unterworfen werden, in gegebenen Ebenen zu liegen. 

Von den Schriftstellern, welche ausser den Genannten zur Auf- 
findung specieller Minimalflachen und zur genaueren Kenntniss der 
Eigenschaften derselben beigetragen haben, erwéhne ich hier Scherk, 
Catalan, Enneper, L. Kiepert, L. Henneberg, A. Herzog, 
C. Schilling, E. R. Neovius. 

In Folge eines von Gauss ausgegangenen’ Vorschlages Sail 
von der philosophischen Facultét der hiesigen Universitét ftir das 
Jahr 1831 eine die Rotationsfliche kleinsten Flacheninhalts betreffende 
Preisaufgabe gestellt, fiir deren Bearbeitung Goldschmidt den 
ausgesetzten Preis erhielt. In der gekrénten Preisschrift wird die 
durch Rotation einer Kettenlinie um ihre Directrix als Axe ent- 
stehende Minimalfliche, welche nach eimem von Plateau ausgegan- 
genen Vorschlage den Namen Catenoid erhalten hat, genauer unter- 
sucht. Insbesondere wird die Frage erledigt, welche Bedingung er- 
fiillt sein muss, damit es mdglich sei, durch zwei Parallelkreise einer 
Rotationsfliche zwei von einander verschiedene Catenoide zu legen, 
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unter welchen Bedingungen durch beide Kreise nur ein Catenoid, 
oder iiberhaupt kein Catenoid gelegt werden kann. Auf diejenigen 
Fragen, deren Erérterung mit der Untersuchung des Vorzeichens der 
Werthe zusammenhingt, welche die zweite Variation des Flachen- 
inhalts einer von zwei Parallelkreisen begrenzten Zone eines Catenoids 
annehmen kann, geht Goldschmidt nicht ein. 

Durch die Untersuchungen, auf welche im Vorstehenden hinge- . 
wiesen wurde, hat indessen die Frage nach der kleinsten Flache 
— die Frage nimlich, ob den gefundenen Flachen wirklich die Kigen- 
schaft zukommt, dass geeignet ausgewihlte Stiicke derselben den 
kleinsten Flacheninhalt haben, sei es unter allen von derselben Rand- 
linie begrenzten Flachenstiicken tiberhaupt, seies unter allen von der- 
selben Randlinie begrenzten Flachenstiicken, welche dem zu betrach- 
tenden Flichenstiicke unendlich nahe liegen — eine erschépfende 
Beantwortung nicht gefunden. 

Der Grund hiervon liegt in dem Umstande, dass bei jeder Auf- 
gabe der Variationsrechnung das Verschwinden der ersten Variation 
des betrachteten Integrals zwar ein nothwendiges Erforderniss 
ist, wenn der Werth dieses Integrals unter den vorgeschriebenen 
Grenzbedingungen ein Minimum oder Maximum sein soll, dass aber 
ausserdem noch andere Bedingungen erfiillt werden miissen, welche 
bei den besprochenen Untersuchungen tiber Minimalflachen unberiick- 
sichtigt geblieben sind. 

Den ersten Versuch, die hiernach in der Theorie der Flachen 
kleinsten Flacheninhalts noch vorhandene Liicke auszufiillen, hat 
meines Wissens Tédénat im Jahre 1816 gemacht, indem derselbe 
eine Untersuchung iiber das Vorzeichen der zweiten Variation des 
Flacheninhalts eines Minimalflachenstiickes anstellte, bei welcher ihm 
eine die Brachistochrone betreffende von Lagrange _ herriihrende 
Untersuchung zum Vorbilde diente. Die Anwendung der von Té- 
dénat aufgestellten Formel ist aber auf solche Minimalflichenstiicke 
beschrankt, fiir welche eine der drei rechtwinkligen Coordinaten eines 
beliebigen Punktes dieses Flichenstiickes eine eindeutige Function der 
beiden andern rechtwinkligen Coordinaten desselben Punktes ist. 

Spater hat Clebsch allgemein die zweite Variation eines viel- 
fachen Integrals in einer fiir die Beurtheilung ihres Vorzeichens ge- 
eigneten Form dargestellt, ohne jedoch die Ergebnisse seiner Unter- 
suchung auf specielle Aufgaben anzuwenden. (Journal fiir Mathematik, 
Band 56.) 
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Einen ferneren Beitrag zur Untersuchung des Vorzeichens der 
zweiten Variation des Flacheninhalts von Minimalflichenstiicken lieferte 
Steiner in einer im Jahre 1840 der Berliner Akademie der Wissen- 
schaften gemachten Mittheilung, in welcher derselbe aus seinen allge- 
meinen Untersuchungen iiber aquidistante Flachenstiicke die Folgerung 
zog, dass unter allen zu einem Minimalflachenstiicke Aquidistanten 
Flachenstiicken das Minimalflachenstiick selbst nicht den kleinsten, 
sondern den gréssten Flacheninhalt besitze. 

Von der Beschaftigung Steiners mit den Flachen kleinsten 
Flacheninhalts gibt auch der in der Abhandlung ,Ueber das Maximum 
und Minimum bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugelfliche und 
im Raume iiberhaupt“ im Jahre 1842 verdffentlichte Satz Zeugniss, 
dass im Allgemeinen zwischen gegebenen Grenzen nur eine einzige 
Flaiche méglich sei, welche ein Minimum von Flacheninhalt besitzt. 
(Gesammelte Werke, Band 2, Seite 298.) 

Dieser Satz kann zwar in der Allgemeinheit, mit welcher Steiner 
denselben ausgesprochen hat, nicht aufrecht erhalten werden; denn es 
lassen sich Faille in beliebig grosser Zahl angeben, in welchen durch 
dieselbe Begrenzungslinie mehr als ein Minimalflichenstiick voll- 
standig begrenzt wird, welches in seinem Innern von singuléren Stellen 
frei ist und im Widerspruch mit dem von Steiner ausgesprochenen 
Satze unter allen ihm hinreichend nahe liegenden und von derselben 
Randlinie begrenzten Flachenstiicken wirklich den kleinsten Flachen- 
inhalt besitzt. Wenn aber zu dem Wortlaute des von Steiner aus- 
gesprochenen Satzes ausdriicklich die Einschrankung hinzugefiigt wird, 
dass bei der Zugrundelegung eines bestimmten Systemes von recht- 
winkligen Coordinaten eine der drei Coordinaten aller Punkte jedes 
der zu betrachtenden Fliachenstiicke eine eindeutige Function der 
beiden andern Coordinaten derselben Punkte ist, so bleibt sowohl die 
Behauptung Steiners, als auch der von Steiner angegebene Be- 
weis derselben unveréndert bestehen. 

Eine wesentliche Férderung erfuhr die Frage nach der kleinsten 
in vorgeschriebener Weise begrenzten Flaiche durch Herrn Lindeléf. 
Derselbe hat in seinem im Jahre 1861 erschienenen Lehrbuche der 
Variationsrechnung im Anschlusse an eine Untersuchung tiber die 
zweite Variation des Flicheninhalts von Zonen des Catenoids, welche 
durch Parallelkreise begrenzt werden, einige das Catenoid betreffende 
specielle Lehrsiitze verdffentlicht, welche tiber die in Rede stehende 


_ Frage viel Licht verbreiten und mir bei meinen eigenen Arbeiten tiber 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, I. 18 
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Minimalflichen von grésstem Nutzen gewesen sind. Die Lehrsitze, 
zu denen Herr Lindeléf gelangte, ergaben einerseits eine vollstian- 
dige theoretische Erklarung fiir einige Versuche, welche Plateau 
kurze Zeit vorher iiber die Grenze der Stabilitit fliissiger Lamellen 
von specieller Gestalt angestellt hatte, und enthielten andererseits den 
an speciellen Beispielen gefiihrten Nachweis, dass es Falle gibt, in 
welchen ein Stiick einer Minimalflache nicht kleineren Flacheninhalt 
besitzt, als alle ihm hinreichend nahe liegenden Flichenstiicke, welche 
von derselben Randlinie begrenzt werden. Durch die von Herrn 
Lindeldéf angestellte Untersuchung war somit, obgleich dieselbe sich 
nur auf eine specielle Flache bezieht, thatsa&chlich bewiesen, dass das 
Verschwinden der ersten Variation des Fliacheninhalts eines Flachen- 
stiickes nicht ausreicht, um den Schluss zu gestatten, dieses Flachen- 
stiick besitze unter allen ihm hinreichend nahe kommenden, von der- 
selben Randlinie begrenzten Flachenstiicken den kleinsten Flacheninhalt, 
dass vielmehr das Eintreten des Minimums noch von dem Erfiilltsein 
anderer Bedingungen abhangig sein miisse. 

Die analoge Frage beziiglich der kiirzesten Linien auf krummen 
Flichen hatte Jacobi durch die Betrachtung unendlich benachbarter 
geodatischer Linien und der Schnittpunkte derselben mit einander zur 
Entscheidung gebracht. Es war daher zu erwarten, dass die Ent- 
scheidung der gestellten Frage fiir ein bestimmtes Minimalflichenstiick 
durch die Betrachtung eines geeignet auszuwidhlenden Minimalflachen- 
stiickes witirde gewonnen werden kénnen, welches dem zu _ unter- 
suchenden unendlich benachbart ist. Diesen Gedanken hatte bereits 
Clebsch in allgemeinerer Fassung in einer im Jahre 1858 veréffent- 
lichten Abhandlung ,Ueber die Reduction der zweiten Variation auf 
ihre einfachste Form“ (Journal fiir Mathematik, Band 55, Seite a) 
ausgesprochen. 

In einer Abhandlung Beitrag zur Untersuchung der zweiten Va- 


riation des Flacheninhalts von Minimalflichenstiicken im Allgemeinen — 


und von Theilen der Schraubenfliiche im Besonderen“*), habe ich 
versucht, die Frage, innerhalb .welcher Grenzen einem Stiicke einer 
gegebenen Minimalflache die Eigenschaft des Minimums des Flichen- 
inhalts wirklich zukomme, auf Grund einer Untersuchung der zweiten 
Variation des Flicheninhalts eines Minimalflichenstiickes, dessen Rand- 
linie bei der Variation als unveranderlich betrachtet wird, zu beant- 


*) Siehe S. 151—167 dieses Bandes. 
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worten. Die Ergebnisse, zu welchen die in dieser Abhandlung mit- 
getheilte Untersuchung gefiihrt hat, sind richtig; aber der Beweis der 
Richtigkeit, insbesondere der Nachweis, dass durch die in dieser Ab- 
handlung angegebenenKriterien die Entscheidung dariiber, ob fir ein 
bestimmtes Minimalflachenstiick bei unverindert gelassener Randlinie 
ein Minimum des Fliacheninhalts eintrete, oder nicht, in allen Fallen 
getroffen werden kénne, in welchen zu dieser Entscheidung schliess- 
lich die Betrachtung der zweiten Variation des Flacheninhalts aus- 
reicht, bedurfte einer ziemlich umfangreichen Umarbeitung. 

Ein Theil der der Variationsrechnung eigenthiimlichen Beweis- 
methoden hat nimlich, soweit diese Beweismethoden bis vor etwa zehn 
Jahren Gemeingut der Mathematiker waren, durch eine von Herrn 
Weierstrass herriihrende principielle Einwendung ihre vermeint- 
liche Beweiskraft eingebiisst, so dass es sich als unumgiinglich noth- 
wendig herausgestellt hat, nach Aufstellung eines vollstaéndigen Sy- 
stemes von Bedingungen, deren Erfiilltsein fiir das Eintreten eines 
Maximums oder Minimums nothwendig ist und hinreicht, einige Haupt- 
lehrsatze der Variationsrechnung in neuer, einwurfsfreier Weise zu 
begriinden. 

Dass und wie dies geschehen kénne, hat Herr Weierstrass 
fiir eine grosse Zahl von Aufgaben der Variationsrechnung in seinen 
Vorlesungen auseinandergesetzt und dadurch einen Weg gezeigt, auf 
welchem man, wie zu hoffen ist, dahin gelangen wird, fiir alle Pro- 
bleme der Variationsrechnung die bisher gebrauchlichen nicht voll- 
kommen befriedigenden Methoden durch andere, einwurfsfreie zu er- 
setzen. 

Die Schwierigkeiten, welche sich der Erfiillung derselben Forde- 
rung fiir die hier in Betracht kommende Frage der Flachen kleinsten 
Flicheninhalts entgegenstellten, schienen iiber Erwarten gross zu sein. 
Ueberdies handelte es sich darum, einige allgemeine Lehrsitze tiber 
particulire Integrale einer gewissen Art von linearen partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, von der friiher nur ganz 
specielle Falle eingehend untersucht worden waren, aufzustellen und 
zu beweisen. 

In einer Abhandlung ,,Ueber ein die Flachen kleinsten Flachen- 
inhalts betreffendes Problem der Variationsrechnung‘*), habe ich die- 
jenigen Untersuchungen zusammengestellt, welche schliesslich zur 
Ueberwindung dieser Schwierigkeiten gefiihrt haben. 

*) Siehe S. 223—269 dieses Bandes. 

18* 
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Ein Hauptergebniss dieser Untersuchungen besteht darin, dass die 
Entscheidung iiber die Frage, ob-ein bestimmtes Minimalflachensttick 
kleineren Flicheninhalt besitzt, als alle demselben benachbarten, von 
derselben Randlinie begrenzten Flachenstiicke, oder nicht, — wenn von 
einem Grenzfalle, dessen Eintreten eine besondere Untersuchung er- 
fordert, abgesehen wird, — stets von einem passend zu wiahlenden 
particuliren Integrale einer bestimmten linearen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung abhingig gemacht wird. 

Fiir die Auffindung eines solchen particuliren Integrals lasst 
sich eine allgemeine Regel nicht wohl aufstellen; dagegen lassen sich 
specielle particulire Integrale dieser Differentialgleichung in beliebig 
erosser Zahl angeben, mit deren Hiilfe die Entscheidung in unendlich 
vielen speciellen Fallen durchgefiihrt werden kann. 


Die nachfolgende Abhandlung hat zum Gegenstande die Unter- 
suchung specieller zweifach zusammenhangender Minimalflachenstiicke 
M”, deren Begrenzung gebildet wird von zwei regelmiissigen Poly- 
gonen mit je einem Umlauf, mit gleich langen geradlinigen Seiten 
und gleich grosser Seitenzahl. Es wird vorausgesetzt, dass diese Poly- 
gone in parallelen Ebenen liegen und zu einander eine solche Lage 
haben, dass die geradlinigen Strecken, welche entsprechende Ecken 
beider Polygone verbinden, auf den Ebenen derselben senkrecht stehen. 


Die Seitenzahl dieser Polygone werde mit », die Grosse = werde 


mit a, die Linge des Radius des einbeschriebenen Kreises mit L, die 
Halfte des Abstandes der Ebenen beider Polygone werde mit H be- 
zeichnet. Die zu untersuchenden Minimalflichenstiicke werden in ihrem 
Innern als von singuliren Stellen frei vorausgesetzt. Ferner wird 
von der Voraussetzung ausgegangen, dass die » +1 Symmetrieebenen 
der Begrenzung der Minimalflichenstiicke M* zugleich Symmetrie- 
ebenen dieser Minimalflaichenstiicke selbst sind. 
Nachst der analytischen Bestimmung der Minimalflichenstiicke M* 
und der Untersuchung der Gestalt derselben bestehen die Aufgaben 
der nachfolgenden Untersuchung in der Ermittelung des Intervalles, 


auf welches die Veranderlichkeit des Verhiltnisses = beschréinkt ist, | 


in der Beantwortung der Frage, wie viele von einander verschiedene 
Minimalflachenstiicke M* bei gegebenen Werthen der drei Gréssen 
n, L und H existiren, endlich in der Ermittelung derjenigen Minimal- 
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flichenstiicke M*, welche unter allen benachbarten von denselben 
Randlinien begrenzten Flachenstiicken den kleinsten Flicheninhalt be- 
sitzen. 

Kine vollstindige’ Lisung der vorstehenden Aufgaben ist meines 
Wissens bisher noch fiir keinen endlichen Werth der Zahl n gegeben 
worden. Fiir den Grenzfall » = oo ergibt sich der von Gold- 
schmidt und von Herrn Lindeléf untersuchte Fall. 

Untersuchungen, welche sich auf einen Theil der gestellten Auf- 
gaben beziehen, sind fiir die Fille n = 8 und n = 4 in dem Nach- 
trage zu der Schrift des Verfassers Bestimmung einer speciellen 
Minimalflache**) enthalten. Eines der Hauptergebnisse dieser Unter- 
suchung besteht darin, dass die Gleichung derjenigen Minimalflichen, 
von welchen die Flachenstiicke M* Theile sind, fiir die Falle n = 8 
und ~ = 4 rational durch elliptische Functionen der Coordinaten aus- 
gedriickt werden kénnen. Die wirkliche Aufstellung dieser Gleichung 
ist fiir den Fall » = 4 in dem Aufsatze des Verfassers_,,Fortge- 
setzte Untersuchungen iiber specielle Minimalflichen“**) enthalten. 

Ein aus dem Nachlasse Riemann’s herriihrendes Fragment ,,Bei- 
spiele von Flachen kleinsten Inhalts bei gegebener Begrenzung“ (Ge- 
sammelte Werke, Seite 417—426) durch dessen Bearbeitung der Her- 
ausgeber der Riemannschen Werke, Herr H. Weber, sich An- 
spruch auf den Dank der Mathematiker erworben hat, handelt eben- 
falls von zweifach zusammenhingenden Minimalflichenstiicken, welche 
bei angemessener Specialisirung in die vorhin charakterisirten Minimal- 
flichenstiicke M* iibergehen. Eine am Schlusse der Bearbeitung dieses 
Fragmentes fiir den Fall » = 3 von Herrn H. Web er ausgesprochene 
Vermuthung findet durch eine im Nachfolgenden mitzutheilende all- 


gemeinere Untersuchung ihre Bestitigung. 


alg ; 
Analytische Bestimmung der Minimalflichensticke M*. 


Diejenige Ebene, in Bezug auf welche jede der beiden Randlinien 
eines der zu betrachtenden Minimalflachenstiicke M" zu der anderen 
Randlinie desselben symmetrische Lage hat, werde zur Ebene z = 0, 
die Gerade, welche die Mittelpunkte beider m-seitigen Polygone ent- 


*) Siehe S. 97—99, 105 und 106 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 126—148 dieses Bandes. 
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hilt, werde zur z-Axe eines Systems rechtwinkliger Punktcoordinaten 
gewihlt, auf welches das betrachtete Flachensttick M* bezogen wird. 

Der Coordinatenanfangspunkt 0 soll Mittelpunkt des Flachen- 
sttickes M* genannt werden, obwohl diese Benennung mit der gewéhn- 
lichen Bedeutung des Begriffes eines Mittelpunktes nur fiir den Fall, 
dass die Zahl » eine grade Zahl ist, iibereinstimmt. Die Coordi- 
natenebenen « = 0 und y = 0 mégen so gewihlt werden, dass der 
Mittelpunkt einer Seite eines der beiden das Flachenstiick M” be- 
grenzenden Polygone die Coordinaten 

go — Li, y = 0, 2 
erhalt. 

Von den »+1 Symmetrieebenen des Flichenstiickes M” ist eine, 
namlich die Ebene z = 0, ausgezeichnet; sie moge Aequatorebene 
des Flichenstiickes M* genannt werden. 

Von dé iibrigen » Symmetrieebenen des Flichenstiickes M* 
werden yorzugsweise die Ebenen 


y=0 und wsne—yoosa = 0 
in Betracht gezogen. 


Die Gesammtheit derjenigen Punkte des Flachenstiickes M*, deren 
Coordinaten den Bedingungen 


OS Y= vig o, O=2 


gentigen, bildet ein einfach zusammenhiingendes Flichenstiick, welches 
zum Unterschiede von M* mit M bezeichnet werden soll. 


Die Begrenzung des Flaichenstiickes M wird gebildet von der ge- 
radlinigen Strecke 


ae Oi Cai tea, 6 == 


und von drei krummlinigen Strecken. Von diesen letzteren liegt je | 
eine in einer der drei Symmetrieebenen 


Bra), Z =); xsine—ycosa = 0. 


Jede dieser drei krummlinigen Strecken ist daher ein Theil einer 
Kriimmungslinie des Flichenstiickes M”*. 
Die vier Ecken des Flichenstiickes M migen mit a,b, c,d be- 


zeichnet werden und zwar bezeichne a den Eckpunkt, dessen Coor- 
dinaten | 


Creed is ay =r ()ig eH. 
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sind, b bezeichne die auf der positiven Hilfte der 2-Axe des Coordi- 
natensystems liegende, ¢ die auf der Geraden 
“Sina—ycosa = 0, 21-0 
liegende Ecke; d bezeichne den Eckpunkt, dessen Coordinaten 
hae ned Ep yp ie oF a= 
sind. (Fig. 55). 


Fig. 55. 


Die Begrenzung des Minimalflaichenstiickes M wird hiernach ge- 
bildet von einem Stiicke ab einer in der Ebene y = O legenden 
Kriimmungslinie, einem Stiicke be einer in der Aequatorebene 2 = 0 
liegenden Kriimmungslinie, einem Stiicke ed einer in der Ebene 

xsine—ycosa = 0 
liegenden Kriimmungslinie und von der geradlinigen Strecke da. Die 
letztere ist, wie jede Gerade auf jeder krummen Fliche, ein Stiick 
einer Asymptotenlinie des Flachenstiickes M. Langs der Curven- 
strecke ab wird die Ebene y = O, langs der Curvenstrecke be wird 
die Ebene ¢ = 0, lings der Curvenstrecke cd wird die Ebene 
“Zsina—ycosa = 0 
von dem Minimalflichenstiicke ‘M rechtwinklig getroffen. 

Die Aufgabe, das Minimalflichenstiick aus den angegebenen Eigen- 
schaften analytisch zu bestimmen, ist daher ein specieller Fall der 
allgemeineren Aufgabe: Gegeben ist eine zusammenhingende ge- 
schlossene Kette, deren Glieder von geradlinigen Strecken, oder von 


280 Ueber specielle zweifach zusammenhingende Minimalfiachenstiicke. 


Ebenen, oder von geradlinigen Strecken und von Ebenen gebildet 
werden; gesucht wird ein einfach zusammenhiingendes, in seinem Innern 
yon singuliren Stellen freies Minimalflichenstiick, welches von den ge- 
radlinigen und von den ebenen Gliedern der Kette begrenzt wird 
und die letzteren rechtwinklig trifft. *) 

In dem vorliegenden Falle besteht die erwa&hnte Kette aus einer 
geradlinigen Strecke und drei Ebenen. Eine besonders einfache Lé- 
sung der gestellten Aufgabe ergibt sich durch die Betrachtung zweier 
conformen Abbildungen des Minimalflachenstiickes M. 

Fiir die Begrenzung des Minimalflichenstiickes M* ist der Punkt 
a ein sogenannter Umkehrpunkt der Normale, da die geradlinige 
Strecke da im Punkte a mit der Ebene y = 0 einen rechten Winkel 
einschliesst und die Ebene y= 0 eine Symmetrieebene des Flachen- 
stiickes M* ist. 

Vom Punkte a gehen ausser der die Strecke da enthaltenden 
Geraden noch zwei Asymptotenlinien des Flachenstiickes M* aus, deren 
Tangenten im Punkte a mit dieser Geraden und mit einander Winkel 
von 60° einschliessen. Die Punkte 0 und ¢ sind nichtsingulére Punkte 
des Minimalflichenstiickes M“. In Folge dessen wird bei derjenigen 
conformen Abbildung des Minimalflachenstiickes M auf eine Ebene, bei 
welcher den Kriimmungslinien und den Asymptotenlinien des Minimal- 
flichenstiickes gerade Linien entsprechen, dem Flichenstiicke M die 
Fliche eines Paralleltrapezes a’ b’ ¢’ d’ zugeordnet, dessen Winkel a’ b' c’, 
b’c'd’ rechte Winkel sind. Die Seite a’ b’ dieses Paralleltrapezes ist 
daher der Seite d’c’ parallel, der Winkel c’d’a’ ist gleich der Halfte 
eines rechten Winkels und der Winkel d' a’ 6’ betrégt 135°. (Fig 56.) 


Fig. 56. 


4, 


C cn. 
Es erscheint zweckmiissig, bei der folgenden Untersuchung die 
Bezeichnungsweise méglichst beizubehalten, welche in der Abhandlung 
»Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflichen“**) erklart ist, und 


*) Siehe S. 130 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 168—189 dieses Bandes. © 
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von der ich bei friiheren Untersuchungen tiber Minimalflichen wieder- 
holt Gebrauch gemacht habe. Demzufolge werde die complexe Grisse, 
welche durch einen Punkt in der Ebene des Paralleltrapezes a’ b' c' d’ 
geometrisch dargestellt’ wird, mit o bezeichnet. Der Punkt }’ werde 
zum Nullpunkte, die Richtung der Strecke b’c’ zur positiven Richtung 
der Axe des Reellen in der o-Ebene gewihlt. Das Gebiet aller der- 
jenigen Werthe der complexen Grisse 6, welche durch die dem Innern 
und der Begrenzung des Paralleltrapezes a’ b’ c’ d' angehdrenden Punkte 
geometrisch dargestellt werden, werde mit » bezeichnet. Die zu der 
Grosse o conjugirte complexe Grésse werde mit 6, bezeichnet. Der 
Kriimmungsradius in einem. beliebigen Punkte des Minimalflachen- 
stiickes M*, dessen Coordinaten x,y,z sind, wird mit 0, die Cosinus 
der Winkel, welche die positive Richtung der Normale des Flichen- 
stiickes M* in diesem Punkte mit den positiven Richtungen der Coor- 
dinatenaxen einschliesst, werden mit X, Y, 7 bezeichnet; die Gréssen 
s, S, und die Functionen %(s), %,(s,) (siehe die Abhandlung des Herrn 
Weierstrass ,Untersuchungen iiber die Flichen, in denen die 
mittlere Kriimmung iiberall gleich Null ist“ Monatsberichte der Ber- 
liner Akademie, Jahrgang 1866, Seite 618) sind durch die Gleichungen 


PeeXE Ys xs 


fe ee ee a 


FO =1(H), se) = 4G) 


erklirt. Es wird festgesetzt, dass die positive Richtung der Normale 
des Minimalflichenstiickes M* im Punkte } mit der positiven Richtung 
der #-Axe des Coordinatensystems tibereinstimmen soll. Durch diese 
Festsetzung ist die positive Richtung der Normale fiir alle Punkte des 
Minimalflachenstiickes M* unzweideutig bestimmt. Dem Punkte 0 ent- 
spricht der Werth s = 1, dem Punkte ¢ der Werth s = e%, dem 
Punkte d der Werth s = 0. Dem Punkte a entspricht ein zwischen 
0 und 1 liegender Werth der Grésse s, welcher mit R bezeichnet 
werden moge. | 

Die Bogenzahl des Winkels, welchen die positive Richtung der 
Normale des Minimalflichenstiickes M* im Punkte a mit der negativen 
Richtung der z-Axe des Coordinatensystems einschliesst, ist hiernach 
gleich 2 arc tg R. 

Von dem Werthe des eeeaan eters R hingt die Gestalt der 
Flachenstiicke M* hauptsichlich ab. Um daher einen Ueberblick tiber 
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die Gesammtheit der verschiedenen Gestalten zu gewinnen, welche die 
Minimalflichenstiicke M* fiir denselben Werth der ganzen Zahl » an- 
nehmen kénnen, ist es erforderlich, dem Parameter R alle Werthe 
des Intervalles 0< R<1 beizulegen. 

Fiir das in Betracht gezogene Minimalflichenstiick M hat die 
Grosse R einen bestimmten Werth. 

Den Punkten der Curvenstrecke a6 entsprechen die Werthe 

saa Lia eae 

Den Punkten der Curvenstrecke be entsprechen die Werthe 

s = &%, 05920: 

Den Punkten der Curvenstrecke ¢d entsprechen die Werthe 

fe apa Ree ge) 

Den Punkten der Geraden da entsprechen die Werthe 

Sa Oe OSS kh. 

Bei der durch parallele Normalen vermittelten conformen Abbil- 
dung des Minimalflichenstiickes M* auf die Hiilfskugel X?+Y?+Z? = 1 
entspricht dem Minimalflichenstiicke M die Flache eines spharischen 
Dreiecks, dessen Ecken beziehlich die Coordinaten 


x Yee 
i 0, OF 

COSI rc] Can) , 
0, 0, —1l 


haben. Der Flache dieses sphirischen Dreiecks entspricht in der 
Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen Grésse s geometrisch 
darstellen, die Flache eines Kreissectors 

ae, PSS ee adh Ue i, 


welche mit S bezeichnet werden mige. (Fig. 57.) Die den Ecken 
e Fig. 57. 


(¢,) 
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onl 


a,b,c,d des Minimalflichenstiickes M entsprechenden Punkte der 
s-Ebene sind in dieser Figur beziehlich mit (a), (6), (c), (d) bezeichnet. 

Die conforme Abbildung der Fliche S des Kreissectors in der 
s-Ebene auf die Fliche ¥ des Paralleltrapezes a’ b'c'd’ in der o-Ebene 
wird vermittelt durch die Function 


on ie —Cidlogs 
| Gr tR)— re) 


und zwar ist hierbei der Wurzelgriésse 


V(E"+ R")—(6"*48") 
ihr Hauptwerth, der Constanten C ein positiver Werth beizulegen. 


In Folge der zwischen den Gréssen 6,5, &(s) bestehenden Ab- 
hangigkeit ergibt sich fiir die Function %(s) der Ausdruck 


= 40 Bre 
80 =~ ate ere 


wobei der Wurzelgrésse ihr Hauptwerth beizulegen ist. 

Da die Griésse C*® einen reellen Werth hat, so besteht fiir alle 
dem Intervalle R<s<R™ angehérenden Werthe der Grésse s die 
Gleichung %,(s) = &(s). 

Durch Abinderung der Linge der Lingeneinheit fiir das recht- 
winklige Coordinatensystem, auf welches das Flachenstiick M* bezogen 
wird, kann nun bewirkt werden, dass die Constante C einen beliebigen 
positiven Werth erhilt. Die Freiheit, tiber den Werth dieser Grosse 
zu verfiigen, kann zur Vereinfachung des Ausdruckes fiir die Function 
%(s) benutzt werden. Aus diesem Grunde mige angenommen werden, 


-es sei die Linge der Lingeneinheit des Coordinatensystems so gewahlt, 


dass die Constante OC den Werth \/2 erhilt. Dieser Annahme zufolge 
ergibt sich fiir die Function %(s) der Ausdruck 


gs? 


7 Var R Here) 


ols) = 


mit der Bestimmung, dass der Quadratwurzel ihr Hauptwerth beizu- 
legen ist. 

Das betrachtete Minimalflichenstiick M wird mithin, wenn die 
Verinderlichkeit der Grosse s auf das Gebiet S beschrankt wird, 
durch folgende Formeln analytisch dargestellt ; 
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ns (s*—s)dlogs 
OV PEt) = (62 eye 
ee ip —i(s*+s)dlogs 
2 VR“ +R*)—(6" +5") 
2 —2dlogs 
VG ERIC TE) 


sw (Eas wh 


& 
| 


(A) y=RYV, 


Peet Wie 


Die im Vorhergehenden erklarten Gréssen L und H sind mit 
dem Parameter R durch die Gleichungen 
Rk (r*+r)dlogr 
VOT +P) GFR) 


H f 2dlogr =) 2dlogr 
= Vee RE 7") ' VRO+R*4+9r°4+r 


R 


i= — COLL 


(B.) 


verbunden; den Wurzelgréssen sind hierbei ihre positiven Werthe 
beizulegen. Zur Bestimmung der in dem Ausdrucke fiir die Grosse 
U vorkommenden Constanten sowie der unteren Grenzen der drei 
Integrale, durch deren reelle Theile die Coordinaten «,y,z eles be- 
liebigen Punktes des Minimalflachenstiickes M ausgedriickt werden, 
kann die Bemerkung dienen, dass die Coordinaten des dem Werthe 
s = FR entsprechenden Punktes a des Flachenstiickes M beziehlich 
die Werthe 


haben. 

Bei angemessener Ausdehnung des Bereiches der Verinderlich- 
keit der complexen Grésse s wird durch die Formeln (A.) nicht allein 
das Minimalflichenstiick M, sondern auch das Minimalflichenstiick M* ° 
analytisch dargestellt. 

Es mége zunichst derjenige Bereich ins Auge gefasst werden, 
welcher durch symmetrische Wiederholung des Bereiches S in Bezug 
auf die Axe des Reellen in der s-Ebene entsteht. Hierbei soll ange- 
nommen werden, dass dieser Bereich, welcher mit S, bezeichnet werden 
mége, mit dem Bereiche S lings eines Theiles der Axe des Reellen 
der s-Ebene und zwar lings der Strecke R<s=1, nicht aber lings 
der Strecke 0s < R zusammenhiinge. (Fig. 58.) 


Ueber specielle zweifach zusammenhingende Minimalflichenstiicke. 285 


Fig. 58. (Fig. 57. auf 8, 282.) 


(¢,) 


Die symmetrische Wiederholung des Bereiches © in Bezug auf 
die Axe des Imaginiren der o-Ebene mige mit ¥,, die symmetrische 
Wiederholung des Minimalflichenstiickes M in Bezug auf die Ebene 
y = 0 moge mit M, bezeichnet werden. Wird die Variabilitét der 
Grésse s auf das Gebiet S, beschriinkt, so ist 3, der Bereich der 
complexen Grosse 6 und die Formeln (A.) stellen das Minimalflichen- 


_stiick M, analytisch dar, welches ein Theil des Minimalflichenstiickes 


M* ist. 

Durch symmetrische Wiederholung des Gebietes S+S, in Bezug 
auf den Einheitskreis der s- Ebene entsteht ein in der s- Ebene lie- 
gendes einfach zusammenhingendes Gebiet, welchem ein durch symme- 
trische Wiederholung des aus den beiden Minimalflachenstiicken M 
und M, bestehenden Flichenstiickes in Bezug auf die Aequatorebene 
z = O entstehendes Minimalflichenstiick entspricht. 

Auch dieses Minimalflachenstiick ist ein Theil des Minimalflachen- 
stiickes M*. Auf diese Weise ist die Variabilitit der Grisse s = re? 
auf ein Gebiet ausgedehnt worden, welches charakterisirt ist durch 
die Festsetzung, dass die beiden reellen verdnderlichen Gréssen 7 und 
gy unabhingig von einander alle den Intervallen 


VST EO, Sey 2 « 


angehérende Werthe annehmen sollen, jedoch mit Ausschluss derje- 
nigen Werthepaare, fiir welche entweder » = 0 und OSr<R 
oder pg = 0 und R* <r=oo ist. 

Es liegt nun nahe, die Verinderlichkeit der complexen Grosse 
s = re” auf ein Gebiet S* auszudehnen, welches in seinem Innern 
und auf seiner Begrenzung alle reellen und complexen Werthe ent- 
halt. Hierbei wird Folgendes festgesetzt: Dem Innern des Bereiches 
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V3 oe ea . 
S* sollen angehiren alle diejenigen reellen und complexen Werthe 
der Grosse s, fiir welche der Werth der Function 


(R*—s*)1—R"s") = (RR Y=(s +5) 


nicht negativ ist. 

Die Gesammtheit der Werthe, fiir welche die angegebene Function 
negative Werthe hat, mit andern Worten, die Gesammtheit der 
Werthe der Grésse s, fiir welche s" positiv und kleiner als R*, oder 
positiv und grésser als R“ ist, bildet die Begrenzung des Be- 
reiches S*. Wenn es darauf ankommt, bei der Bezeichnung des Be- 
reiches S* zugleich den Werth des Parameters R anzugeben, auf 
welchen dieser Bereich sich bezieht, so wird der Werth des Para- 
meters R in Klammern zu dem Zeichen S* hinzugefiigt werden, so 
dass S*(R,) den zu dem Werthe R = R, gehbrenden Bereich S* be- 
zeichnet. Der Bereich S* kann durch eine die s-Ebene tiberall licken- 
los und einfach bedeckende, zweifach zusammenhiingende Riemann- 
sche Fliche geometrisch dargestellt werden.. Die den Bereich S* 
geometrisch darstellende einblittrige Flache unterscheidet sich von der 
schlichten s-Ebene durch 2n geradlinige Schnitte, von welchem die 
eine Halfte den Punkt s = O mit den Punkten, fiir welche s* = R” 
ist, verbindet; die tibrigen » geradlinigen Schnitte erstrecken sich 
von den Punkten aus, fiir welche s” = R™” ist, bis ins Unendliche, 
wahrend die Riickwiartsverlingerungen derselben durch den Null-Punkt 
hindurchgehen. Wird die Verinderlichkeit der complexen Grosse s 
auf das Gebiet S* ausgedehnt, mit der Festsetzung, dass die Grisse 
s die Begrenzung des Bereiches S* nicht tiberschreiten darf, so stellen 
die Gleichungen (A.), vorausgesetzt, dass der Wurzelgriésse 


VR + R")—(s* +58") 
ihr Hauptwerth beigelegt wird, das Minimalflichenstiick M* in der 
Weise analytisch dar, dass jedem dem Innern des Bereiches 8* ange- 
hérenden Werthe der complexen Grésse s ein und nur ein dem Innern 
des Minimalflachenstiickes M* angehérender Punkt zugeordnet wird 
und umgekehrt. Wird die Verinderlichkeit der Griésse s auf den 
innerhalb des Einheitskreises der s-Ebene liegenden Theil des Gebietes 
S* beschrinkt, so stellen die Gleichungen (A.) die auf der positiven 
Seite der Aequatorebene ¢ = 0 liegende Hiilfte des Minimalflichen- 
stiickes M* analytisch dar. Die dem Einheitskreise der s-Ebene ent- 
sprechende in der Ebene z = 0 liegende krumme Linie, durch welche 
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das Minimalflichenstiick M* in zwei zu ecinander symmetrische Theile 
getheilt wird, soll Aequator des Flichenstiickes M* genannt werden. 
Die vorhin betrachtete Curvenstrecke be ist ein Theil dieses Aequators. 

Bemerkung. Bei*den vorstehenden Entwickelungen ist voraus- 
gesetzt worden, dass die Zahl n einen ganzzahligen positiven Werth 
habe, der grésser als 2 ist. Diese Voraussetzung kann nachtriiglich 
abgeindert werden, z. B. wenn die Verinderlichkeit der Grésse s auf 
den Bereich S beschrinkt und die Festsetzung getroffen wird, dass, 
wihrend der Grésse » nur reelle Werthe beigelegt werden, die grisser 
als 2 sind, den Potenzen s" und s™” ihr Hauptwerth beigelegt werden 
soll. Denn unter diesen Voraussetzungen behalten die Gleichungen 
(A.) auch fiir andere Werthe des Exponenten n, als ganzzahlige, eine 
bestimmte Bedeutung und es werden durch dieselben bestimmte Mi- 
nimalflaichenstiicke analytisch dargestellt. 


2. 
. oe o , ' , ” 
EKinfihrung der Gréssen 8, 8",6,T,H,R. 
Es ist zweckmissig, ausser den bestimmten Integralen, welche im 


Vorhergehenden mit £ und H bezeichnet worden sind, noch vier an- 
dere zu betrachten, welche durch folgende Gleichungen erklirt werden, 


Tg (r*—r)dlogr w= [oe r*—yr)dlogr 
VR RU H9) | VR" +R EET 


S =: 2 cos x dy ¢ =i 2 sin x dy 
= é VR*+ R*—2 cosny. ) VR + R"—2cosny 


Die geometrische Bedeutung der Werthe dieser bestimmten Inte- 
-grale (vergl. die Figur auf S. 288) ist folgende: 
Die Coordinaten des Punktes 0 sind 


(C. 


= L—%, y=0, eS \b 
Die Coordinaten des Punktes ¢ sind ; 
= L—8" cosa, Y= 1S), z= 0. 
Zwischen den Gréssen %’, B, S,T, L bestehen die Gleichungen 
(D.) Mie cdy| SL arate & 
Diese Gleichungen sind der analytische Ausdruck der Bedingung 
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dafiir, dass die Coordinaten w und y ihre Werthe nicht andern, wenn 
die Variable s von einem der Begrenzung des Bereiches S angehé- 
renden Werthe s, ausgehend die ganze Begrenzung des Bereiches 8 
durchlauft und in den Werth s, zuriickkehrt. 

Die Gréssen L, H, 8’, 8", S,T sind analytische Functionen des 
Parameters R, eindeutig erklart mit dem Charakter ganzer Functionen 
fiir alle dem Innern des Intervalles 


Wee eer | 


angehérenden Werthe desselben. 
Fig. 59 stellt unter Zugrundelegung der Annahme, dass der 


Fig. 59. 


ganzen Zahl » der Werth 4, dem Parameter R der Werth — 
2 


geleet wird, in den Flachenstiicken Q und Q, die orthographischen 
Projectionen der beiden Minimalflichenstiicke M und M, auf die Aequa- 
torebene ¢ = 0 dar. O bezeichnet den Mittelpunkt des Minimal- 
flichenstiickes M*. 

Die Curvenstrecke ¢,bc stellt einen Theil des Aequators, die 
Punkte a”, d”, di stellen die orthographischen Projectionen der Punkte 
a,d,d, auf die Aequatorebene dar. Unter derselben die Zahl n und 
den Werth des Parameters R betreffenden Annahme, welche zu der 
in der mehrfach angefiihrten Schrift Bestimmung einer speciellen 
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Minimalflache**) beschriebenen Minimalfliche fiihrt, ist auch die in 
_ Fig. 60 dargestellte Skizze entworfen. 


_Fig. 60. (Fig. 55. auf S. 279.) 


Es soll zunachst bewiesen werden, dass der Werth des Quotienten 


= bestandig zunimmt, wenn der Parameter R zunimmt, und dass die 
Groésse B’ alle Werthe von 0 bis co durchliuft, wenn dem Parameter 
R alle Werthe von 0 bis 1 beigelegt werden. Die Richtigkeit des 
ersten Theiles der vorstehenden Behauptung ergibt sich daraus, dass 


der Ausdruck 


2 d S 
8” an (gr) 
durch das Doppelintegral 
1 AS ag” 


Safle n(R"—R") (7 *—1r) cosy(r +r" + 2 cos ny) d log r dy 

hp RVR? Ree ) We Rt eos my) 
darstellbar ist, dessen Elemente simmtlich positiv sind; es nimmt also 
der Werth des Quotienten = 
Parameters R zu und ab. Die Richtigkeit des zweiten Theiles der 
aufgestellten Behauptung ergibt sich aus den Grenzwerthen 


stets gleichzeitig mit dem Werthe des 


‘ i) , 
ee — =0, one ee 


*) Siehe S. 88—91 und S. 98—99 dieses Bandes. 
Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 19 
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In Folge der Gleichung 
6+" sine = Ltge 

dindert sich, wenn R bestindig zunehmend alle Werthe von S bis 1 
durchliuft, auch der Werth jedes der beiden Quotienten oF und 

; ; Se ue 
Tr ; Werth des Quotienten ae nimmt be- 
stiindig zu und zwar von 0 bis tga; der Werth des Quotienten 7 


nimmt bestindig ab, und zwar von seca bis zu 0. 
Eine ganz analoge Betrachtung lasst sich ftir den Werth des 


Quotienten = anstellen. Der Werth desselben nimmt, wenn £& be- 


stindig zunehmend alle dem Intervalle 

Des tet | 
angehiérenden Werthe durchlauft, besténdig zu, und zwar von Null 
bis zu einer gewissen durch die Gleichung 


of © Bee os oe =|" sin y dy 
=a Jf Sinem) 
bestimmten Grésse g. In Folge der Gleichung 
B'+U = B" cosa 


nimmt der Werth des Quotienten ee hierbei bestiandig ab und zwar 


von dem Werthe cosa bis zu dem Werthe cos a—g. 
Hieraus folgt, dass auch der Werth des Quotienten 
a ist Soll Tc 
L aie Di 
hierbei besténdig abnimmt, weil jeder der beiden Factoren a me 
diese Higenschaft hat. Der Quotient = nimmt hierbei alle dem 
Intervalle von 1 bis 0 angehérenden Werthe an. | 
Wenn die Abstinde der Punkte b und ¢ des Minimalflichen- 
stiickes M* vom Mittelpunkte desselben mit 9’ und %” bezeichnet 
werden, so bestehen die Gleichungen 


(F.) W = L-B’ = Scotga+T, R= Lseca—B" = Scoseca, | 


und es lasst sich als ein Ergebniss der vorhergehenden Untersuchung 
der Satz aussprechen: 


Wenn der Parameter R stetig zunchmend alle Werthe des Inter- 
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valles O= R=1 durchlauft, so durchlaufen auch die Quotienten 
“gE Lsec a’ 


ebenfalls stetig zunehmend alle Werthe desselben Intervalles. 


3. 
Untersuchung der durch die Functionen U, V, W ver- 
mittelten conformen Abbildungen des Gebietes 8. 


Die durch die Gleichungen (A.) erklarten Functionen U, V, W 
des complexen Argumentes s vermitteln drei conforme Abbildungen 
des Gebietes S, zu deren Veranschaulichung die in den Figuren 61, 
62 und 63 dargestellten Skizzen dienen kénnen. In diesen Skizzen 


Fig. 61. Fig. 68. 


(c,) (d,) 


q----------S 


era 1a) @) ) 


= bezeichnen' U, V, W die durch die Functionen U, V, W vermittelten 
wf 19* 


i 


WEL 
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conformen Abbildungen des Bereiches 8, bezichungsweise des Flachen- 
stiickes M, dagegen U,, V,, W, die durch dieselben Functionen ver- 
mittelten conformen Abbildungen des Bereiches 8,, beziehungsweise 
des Flichenstiickes M,. Die den Punkten a, db, ¢, d des Flachenstiickes 
M bei diesen drei Abbildungen entsprechenden Punkte sind mit 
(a), (0), (c), (€) bezeichnet. 

Von den drei Gebieten U, V, W enthalt keines in seinem Innern 
einen singuliren Punkt. Aus der Gestalt der Begrenzungslinie des 
Gebietes W ergibt sich, dass der Werth der Coordinate ¢ fiir jeden 
Punkt des Flichenstiickes M dem Intervalle 0X 2= A angehért, und 
den Werth H nur fiir die der geradlinigen Strecke da angehérenden 
Punkte annimmt. Es ergibt sich hieraus, dass alle Punkte des Mini- 
malfliichenstiickes M*, welche keiner der beiden Begrenzungslinien 
desselben angehéren, zwischen den beiden Ebenen ¢ = — AH und. 
2 = +H liegen. 

Diese Skizzen sind unter Zugrundelegung derselben Annahme 
entworfen, wie die in den Figuren 55, 59, 60 auf den Seiten 279, 288, 
289 dargestellten Skizzen. Auf Grund der in der Schrift ,, Bestimmung 
einer speciellen Minimalfléche“*) angegebenen Rechnungsergebnisse 
haben sich fiir die Gréssen L, H, 8’, 8”, ©, T, KH’, R" folgende Werthe 
ergeben : 

L =0,7624, H—0,5391, 8’ =0,2284, B’=0,5391, wn" 


S=0,5812, F—0,1528, W' = 05340, R’—op301, WY 


Die Strecke (d)(a) in der Figur 61 hat die Linge 0,5960, 
” ” (a) ( b) ” ” oD) 62 ” ” ” 0,5960 y) 
” ” (0) (c) ) ” ” 63 ” >) ” 0,4214. 

Die krummlinigen Theile der Begrenzungen der Bereiche U und 
V sind zu einander symmetrisch. Diese Eigenschaft besteht, wenn 
der Zahl n der Werth 4 beigelegt wird, fiir jeden Werth des Para- 
meters #. Fiir andere Werthe der Zahl m sind diese Curven, wie 
eine naéhere Untersuchung zeigt, symmetrisch -aftin. 

Der Kriimmungsradius der krummlinigen Theile der Begrenzungen 
der Bereiche U und V in den dem Punkte ¢ entsprechenden Punkten 
hat die Griésse 12 = 0,3536. 

Die Figuren 55, 59, 61, 62, 63 beziehen sich auf dieselbe Liangen- 
einheit. Nach emem von Riemann herriihrenden Lehrsatze betrigt 


*) Siehe S. 88 und §. 115 dieses Bandes. 


NN 
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der Flacheninhalt des Flaichenstiickes M die Halfte der Summe der 
Flacheninhalte der Bereiche U, V, W. 


4, 
Herleitung eines Hiilfssatzes. 


Es mégen s,s, zwei complexe verinderliche Gréssen, denen nur 
conjugirte Werthe beigelegt werden sollen, f(s), F'(s,) zwei analytische 
Functionen derselben, x,y zwei reelle verinderliche Grissen bezeich- 
nen. Es wird vorausgesetzt, dass zwischen den Grossen s,s,, v,y die 
Gleichung 

x+y = f(s)+ F(s,) 
bestehe. 

Bei der geometrischen Darstellung der complexen Grissen s, s,, 
x+y? ergibt sich im Allgemeinen eine punktweise Beziehung derje- 
nigen Bereiche auf einander, deren Punkte die Werthe der complexen 
Grossen s, s,, 2+ yi geometrisch darstellen. Diese drei Bereiche mégen 
beziehlich mit 8, 8,, Q bezeichnet werden. : 

Die Beziehung des Bereiches Q auf den Bereich S ist nur dann 
eine in den kleinsten Theilen éhnliche, wenn sich entweder die Function 
F(s,), oder die Function f(s) auf eine Constante reducirt. Jenachdem 
der erste oder der zweite dieser beiden Falle eintritt, ist die conforme 
Abbildung eine in den kleinsten Theilen gleichstimmig oder ungleich- 
stimmig ahnliche. 

Die durch die angegebene Gleichung vermittelte Beziehung zwi- 
schen den betrachteten drei Bereichen kann, auch wenn keine der 
beiden Functionen F'(s,), f(s) sich auf eine Constante reducirt, in ahn- 
licher Weise durch Zuhiilfenahme von Hiilfsvorstellungen der An- 
schauung niher gebracht werden, wie dies im Falle der durch eine 
Function complexen Argumentes vermittelten conformen Abbildung 


_geschieht. 


An die Stelle der Aehnlichkeit tritt hierbei Affinitat der 
kleinsten Theile der auf einander bezogenen zweidimensionalen Gebiete. 

Es ergibt sich auf diese Weise eine gewisse Verallgemeinerung 
des Begriffes derjenigen Riemannschen Flachen, durch welche con- 
forme Abbildungen zweidimensionaler Bereiche auf einander veran- 
schaulicht werden. Wéihrend bei diesen letzteren die Singularititen 
vorzugsweise in dem Auftreten von Windungspunkten bestehen, 
kénnen bei den hier zu betrachtenden Flachengebilden auch U mfal- 


tungen auftreten. 
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Wenn die Betrachtung auf den Fall beschrénkt wird, in welchem 
die beiden Functionen f(s) und F'(s,) innerhalb der Gebiete 8,8, den 
Charakter ganzer Functionen besitzen, so sind nur diejenigen Stellen 
als singulére zu bezeichnen, fiir welche die Beziehung 

£8) 1 EE 84 
besteht. Hierbei wird an der Voraussetzung festgehalten, dass die 
Gréssen s, s, nur conjugirte Werthe annehmen sollen. 

Der Fall, in welchem die vorstehende Gleichung fiir alle Paare 
zusammengehirender Werthe der Gréssen s,s, erfiillt ist, kann als 
Ausnahmefall yon der Betrachtung ausgeschlossen werden. In diesem 
Falle ergibt sich naémlich, wenn mit F,(s) die zu der Grésse F(s,) 
F (8) 


“(s) 
fiir alle Werthe des Argumentes s den absoluten Betrag 1 hat, sich 


. Oj 
demnach auf eine Constante ec 


conjugirte complexe Grésse bezeichnet wird, dass der Quotient 


reducirt. 
In Folge dieser zwischen den Functionen f’(s) und F' (s) beste- 
henden Beziehung ergibt sich die Gleichung 


F(s) = &"f(s) + C, 


wo C’ eine Constante bezeichnet. Es ergibt sich dann, wenn mit 
f,(s,), C{ die zu den Gréssen f(s), C’ conjugirten complexen Gréssen 
bezeichnet werden, dass die Gleichung besteht 


atyi = f(s) te F(s,) +0, = eM fe" f(8) te“ F(s,){ + Ci. 


Hieraus ergibt sich aber, da die Klammergriésse fiir alle in Be- 
tracht kommenden Werthepaare_s, s, reelle Werthe hat, dass das den 
zweidimensionalen Gebieten S,S, entsprechende Gebiet Q nur ein 
eindimensionales ist und sich auf eine geradlinige Strecke reducirt. 
Wenn also von diesem Falle als einem Ausnahmefalle abgesehen wird, 
so ist die Gleichung 


ACh Rare 


innerhalb des betrachteten Gebietes mit Einschluss der Begrenzung 
desselben nur in einzelnen Punkten oder lings einzelner Linien erfillt. 

Jeder im Innern des Gebietes S liegenden Linie, lings welcher 
diese Gleichung erfiillt ist, entspricht die Riickkehrcurve einer Falte — 
des Gebietes Q, d. h. einer Linie, lings welcher zwei tib er einander 
liegende Theile des Gebietes Q, eine Falte bildend, mit einander zu- 
sammenhingen. Kin Windungspunkt tritt in der, das Gebiet Q geo- 
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metrisch darstellenden Flaiche nur dann auf, wenn innerhalb des Ge- 
bietes S die Gleichung 

f(s) = F%,) = 0 
befriedigt wird. 

Analogerweise, wie zwischen gleichstimmiger und ungleichstim- 
miger Aehnlichkeit, kann auch zwischen gleichstimmiger und ungleich- 
stimmiger Affinitét der kleinsten Theile unterschieden werden. Zwi- 
schen den in der Umgebung eines bestimmten Werthes s liegenden 
Theilen des Gebietes S und den entsprechenden Theilen des Gebietes 
Q findet gleichstimmige oder ungleichstimmige Affinitat statt, jenach- 
dem f’(s) dem absoluten Betrage nach grésser oder kleiner als 
ueo(S. ye ist: 

Die Ordnungszahl des Zusammenhanges des Bereiches Q ist gleich 
der Ordnungszahl des Zusammenhanges des Bereiches 8. 

Es besteht also der Hiilfssatz: Wenn die Gleichungen 


Oi=lFi9 1 fs = 


innerhalb des Gebietes S an keiner Stelle befriedigt werden, so ent- 
spricht diesem Gebiete S in Folge der Gleichung 


at+yi = f(s)+F(s,) 


ein in seinem Innern keinen Windungspunkt und keine Umfaltung ent- 
haltendes Gebiet Q, fiir welches die Ordnungszahl des Zusammen- 
hanges gleich ist der Ordnungszahl des Zusammenhanges des Ge- 
bietes S. 


5. 
Anwendung des Hiilfssatzes. Erklirung des BereichesQ’. 


Der im Vorhergehenden bewiesene Hiilfssatz kann dazu dienen, 
die Gestalt der orthographischen Projection des Minimalflachenstiickes 
M* auf die Aequatorebene ¢ = 0 zu untersuchen. Wenn a,y, U,V 
die in den Gleichungen (A.) erklirten Functionen bezeichnen, so be- 


steht die Gleichung 
atyi = RU+iRd. 
Wird die Grisse «+yi auf die Form f(s)+F(s,) gebracht, so 
ergibt sich 


SOF 


’ : L Y = —, 
ge Vie + R")—(67 +8") me VR" + B*)—(6" +87) 
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Bei der Beschrinkung der Verinderlichkeit der complexen Grosse 
s auf das Gebiet S* sind die Punkte des Einheitskreises die einzigen, 


fiir welche die Gleichung 
| 7s) | = | Ps) | 


befriedigt ist. Innerhalb des Gebietes S* liegt keine Wurzel der 
Gleichung f’(s) = 0. Das Gebiet Q*, welches dem Gebiete S” bei 
der durch die Gleichung 
etyi = RU+iIRV = f(s) + F(s,) 

vermittelten Beziehung entspricht, ist demnach ein zweifach zusam- 
menhingender Bereich, welcher in seinem Innern keinen Windungs- 
punkt, wohl aber eine dem Einheitskreise der s-Ebene entsprechende 
Falte enthalt. 

Wird die Veranderlichkeit der complexen Griésse s auf dasjenige 
Gebiet S beschrankt, welchem das Minimalflachenstiick M entspricht, 
so ist das entsprechende Gebiet Q ein einfach zusammenhingender in 
seinem Innern keinen singuléren Punkt enthaltender Bereich, welcher 
einen Theil der Ebene, deren Punkte die complexe Grisse x+ yi geo- 
metrisch darstellen, d. h. die Aequatorebene z = 0, liickenlos und 
einfach bedeckt. Den der Begrenzung des Flachenstiickes M ange- 
hérenden Curvenstrecken ab, cd und der geraden Strecke da ent- 
sprechen die geradlinigen Theile a"b, cd", d’a” der Begrenzung des 
Gebietes Q (Figur 64). Die der Begrenzung des Flichenstiickes M 


Fig. 64. (Fig. 59, auf S. 288.) 


qe 


Sel 4 


Tae 
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angehérende Curvenstrecke be fallt mit der der Begrenzung des Be- 
reiches Q angehérenden Curvenstrecke }¢ zusammen. 

Das Gebiet Q* besteht aus 4n Flachenstiicken, von denen die eine 
Halfte dem soeben beschriebenen Flachenstiicke congruent, die andere 
Halfte zu demselben symmetrisch ist. Durch die Substitutionen 


8 } ae s | Sse. 


geht x+yi in (v+yi)e“ tiber. Bei den Substitutionen 
1 


1 
8 8,7 8; 


bleibt «+ y2 ungeindert. Bei der Vertauschung von s und s, geht 
“+yt in x—yi iiber. 

Die beiden Begrenzungslinien der das Gebiet Q” geometrisch 
darstellenden zweiblattrigen Flache sind zwei regelmdssige den Rand- 
linien des Minimalflichenstiickes M* congruente n-seitige Polygone. 

Zwischen dem Minimalflichenstiicke M* und dem Gebiete Q* be- 
steht ein punktweises gegenseitig eindeutiges Entsprechen. Aus den 
die Gestalt des Gebietes Q* betreffenden Untersuchungen ergibt sich, 
dass das Minimalflachenstiick M* ausserhalb eines Cylinders liegt, 
dessen erzeugende Gerade der z-Axe des Coordinatensystems parallel 
sind und dessen Leitlinie mit dem Aequator des Flichenstiickes M* 
zusammenfallt. 


6. 
Untersuchung der Gestalt des Aequators. 


Die den Aequator des Minimalflichenstiickes M* bildende in der 
Ebene z = 0 liegende Curve besitzt m durch den Mittelpunkt von M* 
hindurchgehende Symmetrieaxen. Die Schnittpunkte der Symmetrie- 
axen mit dem Aequator kénnen Scheitel desselben genannt werden. 

Die Punkte b und c der Begrenzung von M sind zwei solche 
Scheitel, deren Abstinde vom Mittelpunkte mit }’ und #” bezeichnet 
wurden. Der Abstand eines beliebigen Punktes des Aequators vom 
Mittelpunkte kann der zu diesem Punkte gehérende Radius genannt 


' werden. 


Um zu beweisen, dass dieser Radius » Minima und » Maxima 
besitzt, welche fiir die Scheitel des Aequators eintreten, gentigt es, 
darzuthun, dass, wenn ein Punkt P die Curvenstrecke bc des Aequa- 
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tors durchliuft, der zu diesem Punkte gehérende Radius bestandig 
zunimmt. Dies kann wie folgt gezeigt werden. 

Der geometrischen Bedeutung der Grésse s zufolge, deren abso- 
luter Betrag fiir die Punkte des Aequators den Werth 1 hat, bestimmt, 
wenn s = e” gesetzt wird, die Grésse 42+q den Unterschied der 
positiven Richtung der Tangente des Aequators in dem, dem Werthe 
g entsprechenden Punkte P und der positiven Richtung der w-Axe 
des Coordinatensystems. Der Kriimmungsradius @ des Aequators in 
dem Punkte P stimmt iiberein mit dem Hauptkriimmungsradius des 
Minimalflichenstiickes M* in demselben Punkte und zwar ergibt sich 


2 
™ + R”—2 cos np 


0 = off) = Va 


Wenn die Grésse m stetig zunehmend alle Werthe von 0 bis « 
durchlaéuft, nimmt die Linge des Kriimmungsradius von dem Werthe 


= : 
R? __ Ren 
bis zu dem Werthe 
" 2 
So ome Rt" + Re” 


bestandig ab. Es sind daher die Werthe, welche die Grisse a) 


fiir die dem Intervalle 0 < gm <« angehérenden Werthe der Gasese Q 
annimmt, ne gativ. 

Es bestehen nun, wenn 2,y die Coordinaten des dem Werthe 
s = e” entsprechenden Punktes P des Aequators bezeichnen, folgende 
Gleichungen: 


dz = —o(p)singdp, dy = 9(9) cosydg, 
cosgdz+singdy = 0, cospdy—singd«z = o(g) dg, 


@) 
“= wf o(y) sin yay, Y =f 0 (x) cosy dy. 
0 0 


Wird fiir ft’ sein. Werth 
a a > 
cotga} o(x) cosy dy +f @ (x) sin 4 dy 
0 


0 


gesetzt, so ergibt sich 


Se 
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p a 
a cotga [ o(x) cosydy + coseee f e (x) cos(a@—y) dy, 
0 
p 


. a 
LSI & — ¥ COS a =| (4) cos (a—y) dy , 
“COsp+ysing = 


p a 
= coseee| f 0 (x) Cos x cos («—q) dy +f 0 (4%) cos pcos (ay) dy), 
0 F 


ycosg—xsing = 
p a 
= cosee | f 0 (4%) cosy sin (eg) ay— f 0 (yz) sing cos (wy) dy}. 
0 
fp 


Durch theilweise Integration kann die letzte der vorstehenden 
Gleichungen iibergefiihrt werden in die folgende 


yCoSg—xXsSing = 


P a 
= —coseea| f sin gsin(e—q) do() + [ sing sin («—7) deg) | 
P 


0 


aus welcher sich ergibt, dass die Grisse ycosg—wsing fiir alle dem 
Intervalle 0 << m<« angehirenden Werthe der Grésse pm positive 
Werthe besitzt. 


Das Integral 
a 
J e(a) 003 (ex) dy 


g 
bedeutet den Abstand des Punktes P des Aequators von der Symme- 


trieaxe xsina—ycosa = 0. 
Es bestehen die Gleichungen 
ay = (xcosp+ysing)’+(ycosm—a“sin @)’, 
d : ; 
ae oe te) = y cos p—“XSIN g, 


(H. ) Jp (Y 08 9 8in g) = —(x cosp+ysing)+o(9), 


¥ cos p—# sin p 
Vary 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich, da die Ableitungen 


i ergs eae 
Tg VOr9 = .0(9) == 


dows ad : 
ge aad ; a (a cos p+ysin gp) 
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fiir die dem Intervalle 0 < gm <a angehérenden Werthe der Grosse p 
positiv sind, folgender Satz: Wenn die verdnderliche Grésse 
stetig zunehmend alle Werthe des Intervalles 0< gm <o durchladutt, 
so durchliuft jede der beiden Gréssen 


Ve+y und xcosp+ysing 


ebenfalls stetig zunehmend alle Werthe des Intervalles von ®t’ bis fh". 
Die Gleichungen 


p = xcoosp+ysing, qd = ¥ COS P—Z SIN P 


sind, wenn den Gréssen p,q die Bedeutung des Radius vector, der 
Grosse m beziehungsweise der Grisse 424+ q die Bedeutung des Polar- 
winkels beigelegt wird, die Polargleichungen der Fusspunktcurve des 
Aequators und der Fusspunktcurve der Evolute des Aequators fiir 
den Coordinatenanfangspunkt als Pol. 

Der Aequator des Minimalflichenstiickes M* ist eine einfache, 
geschlossene, convexe Curve. 


‘6 
Einfiihrung der den Minimalflichenstiicken M*(R) &hn- 
lichen Minimalflachenstiicke 2*(R). 


Um die Gesammtheit der Gestalten besser iiberblicken zu kinnen, 
welche das Minimalflichenstiick M* fiir verschiedene Werthe des Pa- 
rameters R annehmen kann, ist es zweckmiéssig, ausser dem Minimal- 
flichenstticke M* ein demselben ahnliches und in Bezug auf den Coor- 
dinatenanfangspunkt als Aehnlichkeitspunkt ahnlich liegendes Minimal- 
flichenstiick 2¢* zu betrachten. 

Es wird hierbei festgesetzt, dass, wenn a’, y’, 2’ die Coordinnten 
eines Punktes von 2", ~,y,2 die Coordinaten des entsprechenden . 
Punktes von M* bezeichnen, die Gleichungen 
-i veh end 
bestehen sollen. Wenn es niéthig ist, bei der Bezeichnung 2{t* den 
Werth des Parameters R anzugeben, auf welchen dieses Flachenstiick 
sich bezieht, so soll derselbe in Klammern gesetzt zu dem Zeichen 
2X" hinzugefiigt werden, so dass 2X" (R,) dasjenige Minimalflichen- 
stiick Q* bezeichnet, welches dem Werthe R, des Parameters ent- 
spricht. 
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Die Begrenzung jedes Minimalflichenstiickes 2" (R) besteht aus 
zwei getrennten Theilen; jeder dieser Theile ist ein regelmiissiges, 
einem Kreise vom Radius Eins umschriebenes -seitiges Polygon. 

Der Abstand jedes dieser beiden Polygone von der Aequatorebene | 
ist gleich dem Werthe des Quotienten = 


Es soll nun bewiesen werden, dass, wenn R,, R, zwei der Be- 
dingung 
Weegee tee a 


geniigende Werthe des Parameters R bezeichnen, der Aequator des 
Minimalflichenstiickes 2° (R,) den Aequator des Minimalflichenstiickes 
20" (R,) villig umschliesst. 

Hierzu reicht es aus, darzuthun, dass, wenn die Gréssen p, 2, y 
die im vorhergehenden Artikel erklirte Bedeutung haben, fiir jeden 


dem Intervalle 
0O<p<«a 


angehérenden Werth der Grésse @ die Grisse 


Pp — Loosptysing  Xv+Yy 


L L Lae 


als Function des Parameters R betrachtet, stets gleichzeitig mit dem 
Werthe des Parameters zunimmt und abnimmt. Um diesen Nachweis 
zu fiihren, kann man yon den Gleichungen 


Qa 
= L—B' coset f o(y) sinydy, 
(J.) , 
y= Ltga—8'sina— f 0 (x) cos x dy 
g 
ausgehen, aus welchen sich 
p = xcosyt+ysing = Xx+ Yy 


Fe . 
= Lsec wcos(a—g) — 8" cos («@—q) +f o (yz) sin (y—¢) dy 
P 
und, wenn der Werth des Integrals 
& ° 
if. @ (x) sin (4-9) ax 
Gg 


mit &(g) bezeichnet wird, 
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(K.) s = seca cos (ao —9)——- [eos («—g) — 2] 


ergibt. 

Der erste der beiden Bestandtheile der Grosse + ist von dem 
Werthe des Parameters R unabhingig; jeder der beiden Factoren des 
zweiten Bestandtheiles hat. die Eigenschaft, dass sein absoluter. Be- 
trag abnimmt, wenn der Werth des Parameters A zunimmt. Von 
dem Factor ae wurde dies bereits bewiesen. Dass auch der zweite 
Factor dieselbe Eigenschaft besitzt, kann wie folgt.gezeigt werden. 
Die Grésse T(m) erlangt den gréssten Werth, den dieselbe fiir die 
dem Intervalle 0g =a angehérenden Werthe der Grésse » an- 
nehmen kann, fiir den Werth og = 0, némlich den Werth 


i o(x) singdy = &. 
0 


In Folge der Gleichung 


C+B' = BY’ cosa 
x (g) 


ist Br stets kleiner als cose, mithin ist um so mehr B" kleiner 


als cos(a—qg), folglich hat die Griésse 


stets einen positiven Werth. Der Ausdruck 


mn ie & (gy) " ee ser dB" 


ist gleich dem Werthe des Doppelintegrals 


alah n(R°—R")(**—r) sin (y—o) (7 sees ey) Bes ar 
R(VR+ K++ 9") (VR+ B"—2 cos ny)’ 


dessen Elemente simmtlich positive Werthe haben. Es nimmt aus 


ee als Function des Parameters R 
betrachtet, stets gleichzeitig mit dem Parameter zu und ab. 
Hieraus ergibt sich, dass die Grésse 


diesem Grunde der Quotient 


ae Xx+ Vy 


ve ‘Fao 


La 
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als Function des Parameters R betrachtet, bestindig zunimmt, wenn 
F bestiindig zunehmend alle Werthe des Intervalles 0< R<1 durch- 
lauft. Da fiir alle dem Innern des Intervalles O< R<1 angehé- 
renden Werthe des Parameters die Ableitungen 


oe (=) und a bse («—g) — ae) 


von Null verschiedene negative Werthe haben, so besteht der Satz: 

Fiir alle Werthe der Grésse g und fiir alle dem Innern des Inter- 
valles O< R<1 angehérenden Werthe des Parameters R hat die 
partielle Ableitung 


0 | Xx ed 
OR L 


von Null verschiedene positive Werthe. 

Aus diesem Satze ergibt sich, dass die Fusspunktcurve des 
Aequators des Minimalflichenstiickes 2t"(R,) die Fusspunktcurve des 
Aequators des Minimalflichenstiickes 2%°(R,) ganz umschliesst, 
vorausgesetzt, dass fiir beide Fusspunktcurven der Coordinatenanfangs- 
punkt zum Pol gewahlt wird. Als eine unmittelbare Folge dieser 
Beziehung der beiden betrachteten Fusspunktcurven ergibt sich, dass 
auch der Aequator des Minimalflachenstiickes 2@*(R,) den Aequator 
des Minimalflichenstiickes 20° (R,) ganz umschliesst. 

Bei dem Uebergange zu dem Grenzwerthe R = 0 ergibt sich 
fiir jeden Werth der Grésse 


Xu+ Vy 
ee 


= 0, 
(R=0) L 


Beim Uebergange zu dem Grenzwerthe R = 1 ergibt sich fiir 
die dem Intervalle 


0<g < 2a 


angehirenden Werthe der Grosse g in Folge der Gleichung (K.) 


ee ee sec a cos (a—g). 
(g=1) ob 
Bei diesem Grenziibergange geht also die Fusspunktcurve des 
Aequators in eine aus n Kreisbogen gebildete krumme Linie tiber. 
Durch die vorstehende Untersuchung ist zugleich der Nachweis 
gefiihrt, dass die Gesammtheit der Curven, welche die dem Intervalle 
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0<R<1 entsprechende Schaar von Minimalflachenstiicken Pla 
mit der Aequatorebene gemeinsam hat, die Fliche eines einem Kreise 
mit dem Radius 1 umschriebenen regelmissigen Polygons von Seiten 
liickenlos und einfach erfiillt. 


8. 
Untersuchung des Ganges des Quotienten 
inede mel n tery a! lewis 
Flachenstticke kleinsten Flacheninhalts. 


Der Quotient as hat sowohl fiir unendlich kleine Werthe von 


R, als auch fiir unendlich kleine Werthe von 1—R ebenfalls unendlich 
kleine Werthe, wie eine besondere Untersuchung ergibt. Fiir alle 
dem Intervalle 0< R<1 angehérenden Werthe des Parameters RA 


nimmt der Quotient ie ausschliesslich positive Werthe an und besitzt, 


als Function des Parameters R betrachtet, den Charakter einer ganzen 


Function. 
Hieraus folgt, dass es unter allen Werthen, welche der Quotient 


iT 3 
iP annehmen kann, vorausgesetzt, dass der Grisse »n stets derselbe 


Werth beigelegt wird, einen gréssten Werth giebt, welcher mit @ 
oder, wenn auch der Werth der Grésse  angegeben werden soll, mit 
o(n) bezeichnet werden moge. 

Der Ausdruck 


d (e dH dL 
2 en —— = eae SS TER eS 
cn Dogz) = bag tay = DO), 
welcher eine analytische Function des Argumentes RF ist, und fiir alle 
dem betrachteten Intervalle angehdrenden Werthe desselben ebenfalls 
den Charakter einer ganzen Function besitzt, muss daher in diesem 
Intervalle mindestens fiir einen Werth des Argumentes den Werth 


Null annehmen. Wie eine besondere Untersuchung ergibt, ist 
lim D(R) = —o. 
(Rk=1) 

Im Folgenden wird bewiesen werden, dass die Gleichung D(R) = 0 
in dem angegebenen Intervalle nur eine einzige Wurzel besitzt. Hinst- 
weilen aber mége, indem die Frage, ob die Gleichung D(R) = O in 
dem betrachteten Intervalle nur eine, oder mehr als eine Wurzel be- 
sitzt, vorldufig noch unentschieden gelassen wird, angenommen werden, 


perenne 


se 


POP NA 


RRO 


ts 
5 
. 


& 


a 
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dass R, die dem Inneren des Interyalles 0 = R <1 angehérende, dem 
Werthe 1 zunadchst liegende Wurzel der Gleichung D(R).2='0 
bezeichnen solle. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich, dass die 
Function D(R) fiir alle dem Intervalle R,< R<1 angehirenden 
Werthe des Parameters R negative Werthe hat und dass daher 


‘ H oe 
der Quotient 355 hestaindig abnimmt, wenn die Grésse R bestiindig 


4 


zunehmend alle diesem Intervalle angehérenden Werthe durchliuft. 

Es soll nun bewiesen werden, dass jedes Minimalflachenstiick 
2", welches einem dem Intervalle R, < Rk <1 angehérenden Werthe 
des Parameters entspricht, kleineren Flaicheninhalt besitzt, als alle 
demselben hinreichend nahe kommenden, von dengelben Randlinien 
begrenzten Flachenstiicke. 

Der Beweis fiir die Richtigkeit dieser Behauptung kann auf 
Grund der Entwickelungen gefiihrt werden, welche in der Abhandlung: 
»Ueber ein die Flachen kleinsten Flacheninhalts betreffendes Problem 
der Variationsrechnung**) enthalten sind. Diesen Entwickelungen 
zufolge kommt es nur darauf an, eine fiir das in Betracht kommende 
Gebiet S*(R) der partiellen Differentialgleichung 


oy yp 


Os 0s, - (1+ ss,)’ rats 


gentigende Function 7(s,s,; &) der beiden complexen Grossen s,s, zu 
ermitteln, welche fiir conjugirte complexe Werthe dieser Grissen im 
Tnneren des Gebietes S*(R) sich regular verhalt und sowohl im Inneren, 
als auch lings der Begrenzung dieses Gebietes nur positive, von Null 
verschiedene Werthe annimmt. Sobald die Existenz einer solchen 
Function dargethan ist, ist es méglich, zu dem betrachteten Minimal- 
flichenstiicke Q*(R) eine Schaar benachbarter Minimalflachenstiicke 
“gua construiren, welche so beschaffen sind, dass der Abstand je zweier 
unendlich benachbarten Minimalflichenstiicke der Schaar in der ganzen 
Ausdehnung dieser Flichenstiicke einschliesslich des Randes derselben 
eine unendlich kleine Grésse derselben Ordnung ist. 

Fiir die hier betrachteten Minimalflichenstiicke 2@" (2) aoibh 
sich: nun eine solehe Schaar durch die Ueberlegung, dass die den 
Werthen des Parameters R, welche dem Intervalle R,< R<1 an- 
-gehoren, entsprechenden Minimalflichenstiicke pial selbst eine solche 


*) Siehe S. 223—269 dieses Bandes. 
Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 20 
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Schaar von Minimalflichenstiicken bilden, so dass es sich also nur 
darum handelt, den Nachweis zu fiihren, dass je zwei benachbarte, 
dieser Schaar angehirende Flichenstiicke der angegebenen Bedingung 
wirklich Geniige leisten, Diese Erwigung fiihrt zu°der Bestimmung 


einer Function 


0 [ Xx+YVy+ Zz 
(M.) w(s,5,; Rh) = ae |= i 


welche dem unendlich kleinen Abstande zweier unendlich benach- 
barten Minimalflachenstiicke der Schaar an der dem.Werthepaare s, s, 
entsprechenden Stelle proportional ist. 

Fiir die Werthepaare 


— prt — pvt 
$ =e", See. 


fiir welche die Grosse z den Werth O erhalt, geht die durch die vor- 
stehende Gleichung erklirte Function in die Function 


ales =| 
OR ECG 


tiber, welche im Art. 7 untersucht wurde. Es ergibt sich also aus 
der a. a. QO. angestellten Untersuchung, dass die Function o(s,s,; 2) 
lings des Einheitskreises der. s-Ebene nicht bloss fiir die dem Inter- 
valle R,< R<1, sondern fiir alle dem Intervalle O0< R<1 ange- 
hérenden Werthe von R& positive, von Null verschiedene Werthe hat. 

Lings der ganzen Begrenzung des Bereiches S*(R) ist der Werth 
der Function 

Xu +YVy 
L 


von dem Werthe des Parameters R unabhingig. 
Fiir die Werthe 


s=S5, =r, Oa ried 


ergibt sich beispielsweise 


ReMi Cages 4) aaah Pag ; 
ii, ~. 
Wird fiir die eine der beiden Begrenzungslinien des Bereiches 
S*(R) s* = r*, fiir die andere s* = +” gesetzt, wo OSr=R an- 
zunehmen ist, so ergibt sich, da die Grésse ¢ an den beiden Begren- 


/ 
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zungen beziehlich die Werthe H, —H, die Grisse Z beziehlich die 
Werthe 


annimmt, dass der Werth der Function #(s,s,;R) sich lings der Be- 
grenzung des Bereiches S*(R) auf den Werth 


ee Z oo Lr DR 
PEPER NT 735 eo Ape oT? 
reducirt. 

Wird nun die Verinderlichkeit des Parameters R auf das Inter- 
vall k, << KR <1 beschrinkt, so hat D(R) negative, von Null verschie- 
dene Werthe; es ergibt sich also, dass die erklirte Function ¥(s, s,; R) 
sowohl langs des Einheitskreises, als auch lings der ganzen Begren- 
zung des Bereiches S*(R) positive Werthe hat. 

Hieraus kann nun geschlossen werden, dass die erklarte Function 
w(s, 8; R) im ganzen Bereiche S*(R) nur positive, von Null verschie- 
dene Werthe annimmt. 

In Folge der durch die Gleichung 


p(s, s7;R) = p(s, 8; B) 


ausgedriickten Eigenschaft der betrachteten Function ¢(s, s,; R) geniigt 
es, diesen Schluss fiir alle diejenigen Werthe der complexen Gréssen 
s,s, zu ziehen, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist. 
Angenommen, es erhielte die erklirte Function w(s,s,; #) imner- 

halb desjenigen Theiles des Gebietes S*(R), welcher innerhalb des 
Einheitskreises der s-Ebene liegt, negative Werthe. Dann miisste die 
Gesammtheit derjenigen diesem Gebietstheile angehérenden Stellen, 
fiir welche u(s,s,; R) <0 ist, einen oder mehrere zusammenhingende 
Bereiche bilden, von denen jeder ein Theil der Fliche des Einheits- 
kreises wire. Jeder dieser Bereiche miisste in Bezug auf die partielle 
Differentialgleichung 

aos ae sea 

dsds,  (1+5s,)’ 


ein Grenzbereich, d. h. ein solcher Bereich sein, in dessen Innerem 

sich ein particulires Integral dieser Differentialgleichung regulér ver- 

hilt und von Null verschieden bleibt, wahrend dasselbe langs der 

ganzen Begrenzung dieses Bereiches den Werth Null annimmt. Die 
20* 
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Flaiche des Einheitskreises ist ein solcher Grenzbereich, wie die 
Function 

1—ss, 

1+<ss, 


y= 
zeigt. 

Nach einem im Art. 21 der erwi&hnten Festschrift bewiesenen 
Satze kann aber ein Bereich, welcher in Bezug auf die angegebene 
Differentialgleichung ein Grenzbereich ist, niemals Theil eines. an- 
deren Bereiches sein, der in Bezug auf dieselbe Differentialgleichung 
gleichfalls ein Grenzbereich ist. 

Hieraus folet, dass die Annahme, die Function 7(s,s,;.#) kénne 


fiir cinen dem Intervalle R,< R<1 angehérenden Werth des Para- _ 


meters R im Inneren des innerhalb des Einheitskreises der s-Ebene lie- 
genden Theiles des Bereiches S*(R) negative Werthe annehmen, un- 
zulissig ist. 

Die Function o(s,s,;R) kann hiernach fiir die dem Intervalle 
R,< R<1 angehérenden Werthe des Parameters R im Inneren des 
Gebietes S*(R) negative Werthe iiberhaupt nicht annehmen. 

Auch den Werth 0 kann eine solche Function ¢(s,s,; &) im 
Inneren des Bereiches S*(R) nicht annehmen. Denn es besteht der 
Satz, dass ein particulares Integral der angegebenen partiellen Diffe- 
rentialgleichung, welches im Inneren eines gewissen Bereiches sich 
regular verhalt und negative Werthe nicht annimmt, den kleinsten 
Werth, den dasselbe iiberhaupt fiir einen Punkt dieses Bereiches an- 
nehmen kann, stets in einem Punkte der Begrenzung dieses Bereiches 


— annimmt. 


Der kleinste Werth, den a erklarte Function o(s,s,;.R) fiir 
Punkte des Bereiches S*(R) annehmen kann, ist daher der Werth 


&, Smeets ses 
Le Le 


welcher den gestellten Bedingungen zufolge von Null verschieden und 


positiv ist. ‘ 

Hiermit ist bewiesen, dass jedes der Perrachicted Minimalflichen- 
stiicke 2", welches einem dem Intervalle R, << R<1 angehbrenden 
Werthe des Parameters R entspricht, kleineren Flicheninhalt besitat, 
als jedes andere, demselben hinreichend nahe omens von denselben 
Randlinien begrenzte Flaichenstiick. 

Diese Eigenschaft kommt selbstverstiindlich auch den Minimal- 


Ueber specielle zweifach zusammenhingende Minimalflichenstiicke. *309 


flichenstiicken M* zu, welche einem der betrachteten Minimalfliichen- 
stiicke 2{{* dhnlich sind. 


2 
Untersuchung des Ganges des Quotienten = in dem 
Intervalle 0<R< R,. 


Es handelt sich nun darum, den Gang des Quotienten = in dem 


Intervalle 0< R< RK, zu untersuchen. 

Es bezeichne « eine veranderliche Griésse, deren Verinderlichkeit 
auf kleine positive Werthe beschrinkt ist. Es ist, wenn dem Para- 
meter der Werth R = R,—« beigelegt wird, das Vorzeichen der 
Grésse D(R,—«) zu bestimmen. 

Die Grésse D(R,—«¢) kann nicht constant den Werth Null haben, 
denn es ist D(#) eine analytische Function des Parameters R. Es 
kann aber auch die Grésse D(R,—«) nicht negativ sein. Denn, ge- 
setzt, es wire D(h,—«) negativ, so wiirde die Function (s, s,; R,—«) 
langs des Einheitskreises der s-Ebene und langs der ganzen Begren- 
zung des Bereiches S*(R,—«) positive Werthe haben. Es wiirde 


hieraus gerade so, wie im yorhergehenden Artikel, gefolgert werden 


kénnen, dass die Function (s, s,;R,—e) auch im ganzen Inneren deg 
Bereiches S*(R,—e) positive Werthe annehmen miisste. Dann wiirde 
aber eine der angegebenen partiellen Differentialgleichung geniigende 
und im Inneren des Bereiches S*(R,) sich regular verhaltende Function, 
nimlich die Function w(s,s,; R,—e), existiren, welche im Inneren und 
lings der ganzen Begrenzung des Bereiches S*(R,) nur positive, von 
Null verschiedene Werthe annihme; es kiénnte in Folge dessen der 
Bereich S*(R,) kein Grenzbereich sein. Wegen dieses Widerspruches 
ist die Annahme, dass D(R,—«) <0 sei, unzuldssig. HMieraus folgt, 
dass D(R,—«) einen positiven Werth haben muss. Es entspricht 
also, da D(R,~-«) > 0, D(R,te) <0 ist, dem Werthe R = R, ein 
Maximum des Quotienten Tr | 
Gesetzt nun, es lige in dem Intervalle O<R< fh, eine, oder 
mehr als eine Wurzel der Gleichung D(R) = 0. Unter dieser Vor- 
aussetzung moge die diesem Intervalle angehdrende, dem Werthe R, 
zunichst liegende Wurzel mit Ry bezeichnet werden, Die Function 


~D(k) nimmt fiir die dem Rae Ri <Rk = Re angehdrenden 


Werthe des Parameters nur positive Werthe an, Die dem Werthe 
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Ri entsprechende Function (s,s,;.R)) besitzt der friiheren Ermitte- 
lung zufolge lings des Einheitskreises der s-Ebene positive, von Null 
verschiedene Werthe, lings der ganzen Begrenzung des Bereiches 
S*(R!) hingegen wiirde dieselbe den Werth Null annehmen. Es kann 
aber die Function o(s, s,; Ri) weder im Inneren des Bereiches S*(R/) 
bestindig positive Werthe, noch fiir einzelne Theile dieses Bereiches 
negative Werthe annehmen. Das Erstere wiirde der Eigenschaft des 
Bereiches S*(R,), ein Grenzbereich zu sein, widersprechen, da die 
Function w(s,s,; R)) im ganzen Inneren und iiberdies laings eines 
Theiles der Begrenzung des Bereiches S*(R,) positive Werthe an- 
nehmen wiirde, was bei einem Grenzbereiche nicht eimtreten kann. 
Das Letztere wiirde unvereinbar sein mit dem Satze, dass fiir die 
angegebene Ditferentialgleichung kein Theil eines Grenzbereiches, 
nimlich des Inneren, beziehungsweise des Aeusseren des Einheitskreises, 
gleichfalls ein Grenzbereich sein kann. 

Es ist hiermit dargethan, dass die transcendente Gleichung 
D(R) = 0 iiberhaupt keine dem Inneren des-Intervalles 0< R< R, 
angehérende Wurzel besitzt; folglich hat die Function D(f) fiir die 
diesem Intervalle angehérenden Werthe des Parameters & positive 


Werthe. Der Quotient Z 


nimmt daher, wenn der Parameter & stetig 


L 
zunehmend alle Werthe des Intervalles 0< R< R, durchliuft, eben- 
falls bestandig zu, erreicht seinen gréssten Werth ow fir R = R,, 


und nimmt, wenn # stetig zunehmend alle Werthe des Intervalles 


R,< h<1 durchlauft, bestindig ab. Der Quotient a! nimmt hier- 


nach jeden positiven Werth, welcher kleiner als @ ist, fiir zwei und 
“nur fiir zwei dem Intervalle 0< R <1 angehérende Werthe des Pa- 
rameters Rf an. | . 2 

Fiir alle dem Intervalle 0 < R < R, angehdrenden Werthe des . 
Parameters A hat die Function #(s,s,; R) lings der ganzen Begren- . 
zung des Bereiches S*(R) negative, lings des im Inneren des Be- —_ 
reiches liegenden Einheitskreises positive Werthe. ; 

Hieraus folgt, dass im Inneren jedes dieser Bereiche S*(R) zwei 
geschlossene Linien liegen, lings welcher die Function v(s, 8; R) den 
Werth Null annimmt. Eine dieser beiden Linien liegt innerhalb, die 
andere liegt ausserhalb des Hinheitskreises der s-Ebene. Die Gesammt- 
heit derjenigen, dem Inneren des Bereiches S*(R) angehirenden Stellen, hg 
fiir welche. die Function »(s, s,; R) positive Werthe oder den Werth- 
Null annimmt, bildet fiir die angegebene Differentialgleichung einen’ 
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Grenzbereich. Da dieser Grenzbereich ein Theil des Bereiches S*(R) 
ist, so ergibt sich aufGrund der in der Schrift ,Ueber ein die Flachen 
kleinsten Flacheninhalts betreffendes Problem der Variationsrechnung“ 
enthaltenen Entwickelungen,*) dass unter den dem Intervalle 0 — R — R 
entsprechenden Minimalflachenstiicken 2" (RB) kein einziges die Bee 
schaft besitzt, klemeren Flacheninhalt zu haben, als alle ihm hin- 
reichend nahe liegenden, von denselben Randlinien begrenzten Fliichen- 
stiicke. 

Den beiden Curven innerhalb des Gebietes S*(R), lings welcher 
die Gleichung #(s,s,;R) = O erfiillt ist, entsprechen zwei auf dem 
Minimalflachenstiick 2{t"(R) liegende und in Bezug auf die Aequator- 
ebene desselben zu einander symmetrische Curven, welche mit C(R) 
_bezeichnet werden mégen. Lings der Curven C(#) wird das Minimal- 
flichenstiick 2*(R) von den ihm unendlich benachbarten, der be- 
trachteten Schaar angehérenden Flachenstiicken geschnitten. 

Der geometrische Ort der Curven C(f) ist eine krumme Flache 
®, welche von den dem Intervalle 0< R< R, entsprechenden Mini- 
malflachenstiicken 2@*(R) eingehtllt wird. 

Die Hiillfliche ® wird begrenzt von den beiden Begrenzungslinien 
des Minimalflichenstiickes 2" (R,). 

_ Fiir kleine Werthe des Parameters R besteht die Gleichung 

1 1 
in welcher (R) eine Grosse bezeichnet, welche fiir unendlich kleine 
Werthe des Parameters R ebenfalls unendlich klein wird. 

Unter derselben Voraussetzung besteht, wenn die Veranderlich- 
keit der Grésse s der Beschrankung unterworfen wird, dass fiir 
lim R = O auch 


ist, die Gleichung 
1 
Fz 3) eT weet 


in welcher 


*) Siehe S. 259 dieses Bandes. 
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eine Grosse bezeichnet, welche fiir alle unendlich kleinen Werthe der 
beiden Groéssen 
Se s” 
R, —— 2 
R°+ RB 
ebenfalls unendlich kleine Werthe hat. 
. . . . 8 . oe mk 7 
Hieraus ergibt sich, dass ein Minimalflachenstiick 29" (2) dem 
der Gleichung 


[em 


Ore oe 

PQ)EG) 

entsprechenden Catenoid um so naher kommt, je kleinere Werthe 
dem Parameter R beigelegt werden, wenn bei diesem Grenziibergange 
die Betrachtung auf einen solchen Theil des Minimalflachenstiickes 


Qt" (R) beschriinkt wird, fiir welchen die angegebene, die Grisse 


Tie 


Siesta. 
betreffende Voraussetzung zutrifft. 
Hieraus folgt, dass die erwahnte Hiillflache ® in demjenigen 
Theile, welcher unendlich kleinen Werthen des Parameters R ent- 
spricht, naiherungsweise dieselbe Gestalt besitzt, wie der die betrach- 


tete Schaar ahnlich liegender oe einhiillende Rotations - Kegel, 
dessen Gleichung 


vy? =.c2? ist. 
Bezeichnet b die einzige positive Wurzel der Gleichung 
(?+e*)—-b(’—e") = 0, 


deren Werth angeniihert 1,1996786 --- ist, so wird der Werth der 
Constante ¢ durch die Gleichung | 


ete e—en 
c= —yZ- = —z— = 150888 -:. 


a 


bestimmt. 


Die Hiillflache ® enthilt hiernach den Mittelpunkt aller der be- 
trachteten Schaar angehérenden Flichenstiicke; derselbe ist ein coni- 
scher Doppelpunkt der Fliche ®. Die Gleichung 


v+y? — Ce 
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ist die Gleichung desjenigen Kegels, welcher die Fliche ® im Coordi- 
natenanfangspunkte einhiillend beriihrt. 

Es besteht also die Hiillfliche ® aus zwei trichterformig gestal- 
teten, in Bezug auf-die Aequatorebene zu einander symmetrisch lie- 
genden Theilen, welche im Coordinatenanfangspunkte mit einander 
zusammenhingen. 

Die Betrachtungen, welche Herr Lindeléf in seinem Lehrbuche 
der Variationsrechnung auf den Seiten 210—214 in Bezug auf eine 
Schaar ahnlich liegender Catenoide mit gemeinsamem Mittelpunkt an- 
gestellt hat, gestatten eine sinngemiisse Anwendung auf die dem 
Intervalle 0< R= R, entsprechenden Minimalflaichenstiicke 2" (R). 

Werden zwei giirtelf6rmige Streifen der Hiillflache ®, welche 
einerseits von je einer der Begrenzungslinien des Minimalflichenstiickes 
QT" (R,), andererseits von je einer der beiden Curven C(R) begrenzt 
werden, durch das giirtelf6rmige, von den beiden Curven C(R) begrenzte 
Stiick des Flachenstiickes 2*(R) mit einander verbunden, so entsteht 
ein zweifach zusammenhingendes Flichenstitick, welches mit #(R) be- 
zeichnet werden mége. 


Das Flachenstiick #(R) hat fiir jeden dem Intervalle O< R< R, 
angehdrenden Werth des Parameters R mit dem Minimalflaéchenstiicke 
Qt" (R,) die Begrenzung gemeinsam und besitzt ebenso grossen 
Flacheninhalt, wie dieses. Da das Flichenstiick #() nicht in seiner 
ganzen Ausdehnung ein Minimalflichenstiick ist, so gibt es in belie- 
biger Nihe desselben solche Flichenstiicke, welche von denselben 
Randlinien begrenzt werden und kleineren Flacheninhalt haben, 
als das Flichenstiick #(R). Aus dem Umstande, dass diese Flachen- 
stiicke dadurch, dass dem Parameter R ein dem Werthe f&, hinreichend 
nahe kommender Werth beigelegt wird, dem Flichenstiicke 29” (R,) 
in der ganzen Ausdehnung desselben beliebig nahe gebracht werden 
konnen, ergibt sich, dass dem Minimalflichenstiicke 2" (R,) die Eigen- 
schaft nicht zukommt, kleineren Flacheninhalt zu besitzen, als alle 
ihm hinreichend nahe kommenden, von denselben Randlinien begrenzten 
Flichenstiicke. 

Hieraus folgt: 

Die dem Intervalle R,< R<1 entsprechenden Minimaltlachen- 
stiicke 2@‘(R) und M*(R) sind die einzigen, den betrachteten 
“Schaaren von Minimalflichenstiicken angehérenden Flichenstiicke, 
welche die Eigenschaft haben, kleineren Flicheninhalt zu besitzen, als 
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alle denselben hinreichend nahe kommenden, von denselben beiden 
regelmassigen -seitigen Polygonen begrenzten Flichenstiicke. 

Aus der vorstehenden Untersuchung hat sich ergeben, dass, wenn 
R, einen dem Intervalle 0 < R,< R, angehérenden Werth des Para- 
meters R bezeichnet, es stets einen und nur einen dem Intervalle 
R,< R,<1 angehdrenden Werth R, des Parameters gibt, fiir welchen 
das Verhaltniss = denselben Werth besitzt, wie fiir den Werth 
R= R,. Die beiden zweifach zusammenhingenden Minimalflachen- 
stiicke DT" (R,) und BT*(R,) haben dieselbe Begrenzung, aber nur 
das Minimalflichenstiick 2 (R,) ist ein Flichenstiick kleinsten Flichen- 
inhalts, 


10. 
Uebergang zu der Grenze n = oo. 
Werthe der Grissen R, und @ fiir den Fall n = 4. 
Der Uebergang zu der Grenze linn = co kann, vorausgesetzt, 


dass die Veriinderlichkeit der Grésse s. auf das Gebiet 
Pe ae ee hee Da 


beschraénkt wird, auf Grund der folgenden Formeln ausgefiihrt werden. 


Fiir lim n = co bestehen die Gleichungen: 
lim R?"L = R*+R, 
di Rees) sats 
(N.) lim Rae tah Sah (seas), 
lim Rt y= =" Nti(s 5), 


eG vee come 
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Bei diesem Grenziibergange geht also jedes Minimalflichenstiick’ 


2" (RK) in eine dem Gebiete 
Ti ise 


entsprechende Zone desjenigen Catenoids iiber, welches der durch die 
Gleichung 

Ss 

PTR = 


(6) = — 


bestimmten Function §(s) entspricht. Fiir diesen Grenzfall, welcher 
experimentell von Plateau, mit den Hiilfsmitteln der Variationsrech- 
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nung zuerst von Herrn Lindeléf untersucht wurde, ergibt sich 


IE b Bi log ie 
L R’+R- 


=<? 


Der vorstehende Ausdruck erlangt seinen gréssten Werth 


(co) = 0,662744-- fiir log R* = log R = 1,1996786-. 
R, = 0,30129-. = te 16°46'1"5. 


0 


Durch die Experimentaluntersuchungen Plateau’s ist die Ueber- 
einstimmung festgestellt worden, welche auf diesem Untersuchungs- 
gebiete zwischen dem Ergebnisse der theoretischen Untersuchung und 
dem Ergebnisse des Experiments besteht. 

Dieselben Zahlen, welche theoretisch die Grenze bestimmen, bis 
zu welcher gewissen Minimalfléchenstiicken in dem angegebenen Sinne 
die EKigenschaft des kleinsten Flicheninhalts wirklich zukommt, be- 
stimmen zugleich die Grenze der Stabilitat fltissiger Lamellen, deren 
Gestalt durch geeignete Vorkehrungen mit der Gestalt jener Minimal- 
flachenstiicke zur Uebereinstimmung gebracht worden ist. 

Um eins der Hauptergebnisse der in der vorliegenden Abhandlung 
mitgetheilten Untersuchung fiir einen anderen Werth der Zahl n, als 
den Grenzwerth » = oo, mit dem Ergebnisse von speciell fiir diesen 
Zweck anzustellenden Experimenten vergleichen zu kénnen, habe ich 
fiir den Fall, in welchem die Begrenzung der Minimalflachenstiicke 
20" von zwei Quadraten gebildet wird, also fiir den Fall n = 4, 
die Gleichung D(R) = O niherungsweise aufgelést und den gréssten 
Werth o, welchen der Quotient = 


Zahl n annehmen kann, na&herungsweise bestimmt. Ohne an dieser 
Stelle auf die Einzelheiten der Rechnung einzugehen, theile ich hier 
nur das Endergebniss derselben mit. | 

Unter der Voraussetzung, dass der Zahl » der Werth 4 beigelegt 
wird, ergibt sich fiir die Grésse Rk, der Werth 

R, = 0,48188-- = tg (23°21’31"- -), 
fiir die Grisse @ der Werth 
| (4) = 0,720146 -- 


fiir den angegebenen Werth der 


Da die Groésse 
S22 2)0,517600-- 
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grosser ist als 0,43188--, so besitzt das den Werthen 


= y3—1 
n= 46 R= a 


entsprechende Minimalflichenstiick 2st" kleineren Flacheninhalt, als 
alle demselben hinreichend nahe kommenden, yon denselben beiden 


Quadraten begrenzten Flichenstiicke.*) 
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Anmerkungen und Zusatze zum ersten Bande. 


Bestimmung einer speciellen Minimalflache. 


Die zu dieser Abhandlung gehérenden, schon bei der ersten Ver- 
dffentlichung zu derselben hinzugefiigten Anmerkungen befinden sich 
in dem auf den Seiten 109—125 dieses Bandes abgedruckten Anhange. 
Zur leichteren Auffindung wird im Nachstehenden fiir jede dieser 
Anmerkungen angegeben, auf welcher Seite dieselbe zu finden ist. 

Zu Seite 8, Anm. 1) siehe Seite 110 dieses Bandes. 
12, "Anns 2)~ ee LEO Oe » und Seite 66—68 
des zweiten Bandes der vorliegenden Ausgabe. 
13, Anm. 3) siehe Seite 110 dieses Bandes und Seite 78 
des zweiten Bandes der vorliegenden Ausgabe. 
S » 14, Anm. 4) siehe Seite 110 dieses: Bandes. 


s ~ G6 Z7Anm. *5) 5 ee NG mers ; 
” ” 19, Anm * 6) oy) ” 1 1 t oy) » 
by) ” 719, Anm. 7) oy) ” 1 I 1 ” ” 


Oe Pag. (Bye) hae, 11 Ag aieses Banden: 
s SmI eMAnie ey ts » 113 dieses Bandes. 
31, Anm.10) , pL isti . 


Zusatz gu Seite 32, Zeile 1—4 von unten. 


Die Function %(s), von welcher in dieser Abhandlung an einigen 
Stellen Gebrauch gemacht wird, hat fiir den betrachteten speciellen 
Fall nicht véllig analoge Bedeutung, wie die in der Abhandlung 
des Herrn Weierstrass ,Untersuchungen tiber die Flachen, in de- 
nen die mittlere Kriimmung iiberall gleich 0 ist* (Monatsberichte der 
Kéniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1866, 
Seite 619) fiir Minimalflichen im Allgemeinen erklirte Function §(s).— 
Um Uebereinstimmung der beiden Bezeichnungen herbeizufiihren, miisste 
in allen Formeln der Abhandlung ,,Bestimmung einer speciellen Mi- 
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nimalfliiche*, in denen von der Bezeichnung %(s) Gebrauch gemacht 
wird, 4%(s) an die Stelle von §(s) gesetzt werden. 
Zu Seite 35, Anm. 11) siehe Seite 113 dieses Bandes. 


49, Anm.12)  , ~ alle i 
49, Anm.13) , 7 aL ‘ 
58, Anm.14). , ae WRG § = ; 


Zusatz 2u Seite 75, Zeile 3 von unten. 

Ob die Gestalt der an dieser Stelle oder die Gestalt der auf 
Seite 1837 dieses Bandes mitgetheilten Gleichung der untersuchten 
Minimalfliche einfacher ist, kann dahingestellt bleiben. 

Zu Seite 76, Anm. 15) siehe Seite 118 dieses Bandes. 


Sethi Oca LO Dic 3 5, pore el. * : 

Peis O05 ANIL) os sls A * 

ee eco AM 210) 2, grils r s 

Ree 19). rs eo fs s 
89, Zeile 1—3 von unten, und 


90, 4  4—6 von oben siehe die Anmerkung zu Seite 32 
auf Seite 317 dieses Bandes. 

» 90, Anm. 20) siehe Seite 119 dieses Bandes. 

ede AN iiiie Lp tenis ay Lee - A 

Pe aM nce) te fy ya 128: A . 


Zusatz eu Seite 95, Zeile 16 von oben. 


Die Gleichung aller dieser Flichen kann in die Form Awy = 1 
gesetzt werden. Siehe Seite 136 und folgende dieses Bandes. 

Zu Seite 96, Anm. 23) siehe Seite 123 dieses Bandes. 

” 2) 96, Anm. a4) 7) ” 123 ” % 


Zusate zu Seite 99, Zeile 8 von oben. 


Eine genanere hierauf beziigliche Untersuchung ist in den Arti- — 
keln 8, 9 und 10 der Abhandlung Ueber specielle zweifach zusam- 
menhingende Flachenstiicke, welehe kleineren Flacheninhalt besitzen, 
als alle benachbarten, von denselben Randlinien begrenzten Flachen- 
stiicke*, Seite 304 und folgende dieses Bandes, enthalten. 

Zu Seite 99, Anm. 25) siehe Seite 124 dieses Bandes. 

” » 101, Anm. 26) ” » 124 ” ” 

»  » 103, Zeile 12 von wnten siehe Seite 187. dieses Bandes. 

»  » 108, Anm. 27) siehe Seite 125 dieses Bandes. 
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Zusate zu Sete 111, Anm.5). 

Der an dieser Stelle ausgesprochene Lehrsatz und ein mit dem- 
selben in naher Verbindung stehender Lehrsatz (siehe Seite 130 die- 
ses Bandes, Zeile 6—14 von oben) war Gegenstand einer dem Phy- 
siker J. Plateau im Jahre 1870 vom Verfasser gemachten_briefli- 
chen Mittheilung, welcher dieser hochverdiente Forscher grosses In- 
teresse entgegengebracht hat. Siehe J. Plateau, Statique expérimentale 
et théorique des Liquides soumis aux seules forces moléculaires, tome I, 
p. 235—236. 

Zusate zu Seite 123, Anm. 23). 

Siehe das in der vorhergehenden Anmerkung angefiihrte Werk 

von J. Plateau, tome I. p. 229—230. 


Fortgesetzte Untersuchungen tiber specielle Minimal- 
flachen. 


Zusatz eu Seite 126, Zeile 2 von unten, 

Man sehe die von Hattendorff verfasste Einleitung zu der 
posthumen Abhandlung Riemann’s: Ueber die Flache vom klein- 
sten Inhalt bei gegebener Begrenzung, Abhandlungen der Kéniglichen 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Band 13, Seite 6. 


Zu Seite 129, Zeile 1 von unten. 
Dieser Satz ist, wenn ich nicht irre, zuerst von E. Lamarle 
ausgesprochen worden. Siehe Seite 229 dieses Bandes. 


Zu Seite 130, Zeile 6—14 von oben. 
Siehe die Anmerkung zu Seite 111. 


Zusate zu Seite 131, Zeile 17 von oben. 

Ist der Bereich des Argumentes «, welchem das betrachtete ein- 
fach zusammenhangende Minimalflichenstiick entspricht, eine von der 
Axe des Reellen der Ebene (uw) begrenzte Halbebene, so sind die 
ausserwesentlich singuliren Werthe des Argumentes w die Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung mit reellen Coefficienten. 

Bezeichnet f die Zahl der Aufeinanderfolgen gleichartiger Ket- 

tenglieder (die Zahl der Folgen), 
w die Zahl der Aufeinanderfolgen ungleichartiger Ket- 
tenglieder (die Zahl der Wechsel), 


so ist die erwihnte algebraische Gleichung vom Grade 


f+3w—4. 
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Der angefiihrte Lehrsatz gestattet, wie ich gefunden habe, fol- 
gende Verallgemeinerung: 

Wenn die im Artikel 2 (siehe Seite 130 dieses Bandes) angege- 
benen Grenzbedingungen der Art nach aufrecht erhalten werden, wo- 
bei jedoch an die Stelle einer zusammenhingenden geschlossenen 
Kette eine gewisse Anzahl zusammenhangender geschlossener Ket- 
ten treten kann, wahrend an die Stelle des einfach zusammenhan- 
genden Minimalflachenstiickes ein Minimalflachenstiick tritt, ftir wel- 
ches die Ordnungszahl des Zusammenhanges den Werth 7 hat, so ist 
die algebraische Gleichung, deren Wurzeln die ausserwesentlich sin- 
guliiren Werthe des Argumentes ergeben, vom Grade 


f+tiwt4r—8. 


Bei der Bestimmung dieses Grades ist von mir nur der Fall be- 
riicksichtigt worden, in welchem das betrachtete Minimalflichenstiick 
in dem Sinne zwei von einander verschiedene Seiten besitzt, dass 
es ohne Ueberschreitung der Randlinie nicht méglich ist, durch ste- 
tigen Uebergang von einer Seite des Flachenstiickes zur anderen zu 
gelangen. In dem betrachteten allgemeineren Falle tritt an die Stelle 
der Halbebene fiir den Fall des einfach zusammenhiingenden Minimal- 
flichenstiickes eine von r tibereinanderliegenden Halbebenen gebildete 
Riemannsche Flache, welche in ihrem Inneren, allgemein zu reden, 
2r—2 Windungspunkte erster Ordnung besitzt. 

Herr W. Dyck, welchem ich die angefiihrte Formel fiir die An- 
zahl der ausserwesentlich singuléren Werthe des Argumentes uw mit- 
— getheilt habe, hat durch Anwendung einer ihm eigenthtimlichen Be- 
trachtungsweise (siehe Mathematische Annalen, Band 32, 8. 472—512) 
gefunden, dass sich die Geltung dieser Formel auch auf den Fall solcher 
Minimalflaéchenstiicke erstreckt, fiir welche es méglich ist, bei stetigem 
Fortschreiten im Inneren des Flachenstiickes ohne Ueberschreitung des 
Randes von jeder der beiden Seiten des Flachenstiickes auf die an- 
dere Seite iiberzugehen. Die Bedeutung der Zahl + ist hierbei ent- 
sprechend den a.a. O. Seite 483—485 angegebenen Formeln (4) und (7) 
zu modificiren. 

Den ausserwesentlich singuliren Werthen des Argumentes ent- 
sprechen, allgemein zu reden, solche Punkte des Minimalflichenstiickes, 
durch welche mehr als zwei Asymptotenlinien hindurchgehen. 

Die einfachste Art solcher Punkte ist auf Seite 17 dieses Bandes 
(Zeile 7—13 yon unten) beschrieben. Liisst man die Voraussetzung 
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fallen, dass die Constanten a und b in den Reihen, durch welche die 
Gréssen s und ®(w) ausgedriickt werden, reelle Werthe haben, so 
besitzt das entsprechende Minimalflichenstiick im Allgemeinen nicht 
mehr die Kigenschaft, dass die drei Haupttangentencurven, welche 
durch den dem Werthe « = 0 entsprechenden Punkt des Minimalfla- 
chenstiickes hindurchgehen, gerade Linien sind. 

Die hierbei sich ergebende Singularitiét eines Minimalflichenstiickes 
entspricht einer einfachen Wurzel der erwahnten algebraischen 
Gleichung, vorausgesetzt, dass diese Wurzel mit keinem derjenigen 
singulaéren Werthe des Argumentes zusammenfallt, denen eine Ecke 
des betrachteten Minimalflachenstiickes entspricht. 

Héhere Singularitéten kénnen dadurch entstehen, dass entweder 
zwei, oder mehrere Wurzeln der erwahnten algebraischen Gleichung 
mit einander zusammenfallen, oder dadurch, dass eine oder mehrere 
dieser Wurzeln mit einem derjenigen Werthe des Argumentes zu- 
sammenfallen, welchen eine Ecke des betrachteten Minimalflaichen- 
stiickes entspricht. 

Sehr interessante nahere Ausfiihrungen hieriiber enthdlt eine Ab- 
handlung des Herrn E. R. Neovius: ,Untersuchung einiger Singu- 
larititen, welche im Innern und auf der Begrenzung von Minimal- 
flachenstiicken auftreten kénnen, deren Begrenzung von geradlinigen 
Strecken gebildet wird.“ Acta societatis scientiarum Fennicae, tomus 
XVI, p.531—553. 


Zusate zu Seite 137, Zeile 15 von oben. 


In einer im 14ten Bande der Zeitschrift ,The Quarterly Journal 
of pure and applied Mathematics p.190—196 (1876)° veréffentlichten 
Abhandlung On a special surface of minimum area® beschaftigt sich 
Herr Cayley mit folgender Aufgabe: 


We may enquire wheter there exists a surface of minimum area 
L+uv+rvA+iAu = 9, 
where the determining equations are 


A? = ad‘+bi’ +e, 
re = au*+ bu'+¢, 
py? = av'+br’ +e, 


G = a ae.). 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, I. oT 
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Herr Cayley spricht sich tiber das Ergebniss seiner Untersu- 
chung folgendermassen aus: I find that the coefficients a, b, c must 
satisfy four homogeneous quadric equations, which, im fact, admit of St- 
multaneous solution, and that in three distinct ways, vie. assuming a = 1, 
the solutions are 


Q= labs S C= le 
a=1, b= —2, «= 1, 
=1, bB=-7?, ¢=-} 


that is, 
A= ME BR EL = SEH + ER +9), 
which gives Schwarz’s surface ; 
A? = At—2/?+1 or A’ = t(H’—-1), 
which, it 1s easy to see, gives only x+y+2 = const.; and 
a7 = AMAL = (V1) (+4), 
which is a surface similar in its nature to Schware’s surface. 


Hierzu kann Folgendes bemerkt werden. 
Wenn von der Gleichung 


ltuv+vA+Au = 0 
durch die Substitutionen 


-zu der Gleichung 
A, U,V, = 1 


iibergegangen wird, so geht die Differentialgleichung 
A? = ad‘+b+¢e 
in die Differentialgleichung 
AA? = (a+b +0)A +4 (a—c) A+ (Ga—2b +60) A+ 4(a—<) d, + (a+6 +c) 


tiber, welche in den drei von Herrn Cayley aufgefundenen Fallen 
folgende Formen annimmt : _ 
Lo Avs sata a4, 
II. AA=t A; 
IIT. Ay = 44,1 +4, +1). 


~ ee ——— ; 
kar are kt mR be 


yor > 
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Wenn in dem letzten dieser drei Falle 4, = 42, wu, = wW, v, = 
gesetzt wird, so zerfallt die Gleichung 4,u,v, = 1 in die beiden 
Gleichungen 4, u,v, =, +1 und d4,u,v, = —1, wihrend die Differen- 


tialgleichung die Form 4)? = +(4$+42-+1) annimmt. 

Hieraus ergibt sich also, dass zwar in dem dritten der von 
Herrn Cayley betrachteten Fille die betrachtete Gleichung, sobald 
die bei der Integration der Differentialgleichungen auftretenden In- 
tegrationsconstanten bestimmte Werthe erhalten haben, zwei von 
einander der Lage nach verschiedene analytische Flachen darstellt, 
dass aber beide analytische Flachen — von der absoluten Grésse der 
einzelnen Theile abgesehen — genau dieselbe Gestalt besitzen, 
wie. in dem ersten der von Herrn Cayley. betrachteten Falle, also 
dieselbe Gestalt, wie die in der Abhandlung: ,,Bestimmung einer 
speciellen Minimalflache* untersuchte Minimalflache, beziehungsweise 
wie die durch Biegung derselben entstehende Flache. 


Zusate zu Seite 137, Zeile 18 von oben. 


Man verdankt Herrn Weingarten die Entdeckung einer be- 
merkenswerthen Eigenschaft der in dieser Abhandlung untersuchten 
speciellen Minimalflachen. 

Diese speciellen Minimalflachen bilden némlich, wie Herr W ein- 
garten gefunden hat, die allgemeinste Familie von Minimalfla- 
chen, deren Gleichung, unter der Voraussetzung, dass a, y, 2 die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Fliche bezeichnen, in 
die Form 


X4+H+3 = 0 


gesetzt werden kann, wo X eine Function von 2, ) eine Function 
yon y, 8 eine Function von ¢ bedeutet. 

Siehe die Abhandlung des Herrn Weingarten: ,Ueber die 
durch eine Gleichung von der Form ¥+%+3 = 0 darstellbaren 
Minimalflachen*, Nachrichten von der Kéniglichen Gesellschaft der 
Wissenschaften und der Georg-Augusts-Universitét zu Gottingen, 
Jahrgang 1887, Seite 272—275. 


oe 
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Beitrag zur Untersuchung der zweiten Variation des 
Flacheninhalts von Minimalflachenstiicken im Allgemei- 
nen und von Theilen der Schraubenfliche im Besonderen. 


Zusate eu Seite 151. 


Hinsichtlich dieser Abhandlung ist auf das hinzuweisen,- was auf 
den Seiten 234, 235, 274 und 275 dieses Bandes beziiglich dieser Ab- 
handlung gesagt ist. 


Zusate zu Seite 152, Zeile 17 von oben. 


Das Minimalflaichenstiick IZ (siehe Seite 3 und Seite 33 dieses 
Bandes) besitzt nicht nur unter allen demselben hinreichend nahe 
liegenden, von demselben Vierseit begrenzten, einfach zusammenhién- 
genden Flichenstiicken, sondern iiberhaupt unter allen, von diesem 
Vierseit begrenzten, einfach zusammenhingenden Flachenstiicken den 
kleinsten Flécheninhalt. Dies kann auf folgende Weise bewiesen 
werden. 

Die Oberfliche des Tetraeders ABCD (siehe Tafel 1), dessen 
vier Kanten AB, BC, CD, DA die vollstindige Begrenzung des Mi- 
nimalflachenstiickes M bilden, theilt den unendlichen Raum in zwei 
Theile, das Innere und das Aeussere des Tetraeders. 

Das Innere des Tetraeders mége mit R bezeichnet werden. 


Man denke sich nun eine Schaar von Minimalflichenstiicken con- 
struirt, welche den Raumtheil F liickenlos erfiillt und welche der 
aut S.227 dieses Bandes angegebenen Forderung entspricht. 

[Eine solche Schaar ergibt sich zum Beispiel durch Translation 
des Minimalflachenstiickes M parallel der z-Axe des Coordinaten- 
systems, also parallel der Richtung der Strecke IK.] 


Durch die auf 8.235 dieses Bandes angegebene Beweisfiihrung | 


wird nachgewiesen, dass das Minimalflichenstiick M kleineren Fla- 
cheninhalt besitzt, als jedes andere, von demselben Vierseit begrenzte, 


einfach zusammenhingende F'licheustiick F, dessen Punkte ohne Aus- 
nahme dem Inneren, beziehungsweise der Begrenzungsfliche des Raum- 


theiles & angehéren. a7 

Dieselbe Eigenschaft des Minimums besitzt nun das Minimalfla- 
chenstiick M gegentiber allen einfach zusammenhingenden, von dem- 
selben Vierseit ABCD begrenzten Flachenstiicken F', auch wenn 


Theile dieser Flachenstiicke ausserhalb des Raumtheiles R liegen, 


| 


~~: 
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Denn es ist stets méglich, an die Stelle der Gesammtheit aller ausser- 
halb R liegenden Theile eines der betrachteten Flichenstiicke F. 
ohne Aufhebung des Zusammenhanges dieses Flachenstiickes ein eb e- 
nes Flachenstiick, oder mehrere ebene Flichenstiicke treten zu las- 
sen, welche ganz in der Begrenzungsfliiche des Raumtheiles R liegen, 
und deren Gesammtflacheninhalt kleiner ist als der Gesammtflichen- 
inhalt der ausserhalb des Raumtheiles R liegenden Theile des be- 
trachteten Flachenstiickes F. 

Ein ganz analoger Beweis fiihrt zu dem analogen Ergebnisse fiir 
die tibrigen auf Seite 152 dieses Bandes, Zeile 9—17 von unten, auf- 
gezahlten Minimalflachenstiicke. 

Wegen einiger Einzelheiten bei diesem Beweise nehme ich Bezug 
auf die im Capitel VI der Dissertation des Herrn F. Bohnert, 
» Bestimmung einer speciellen periodischen Minimalflache, auf welcher 
unendlich viele gerade Linien und unendlich viele ebene geoditische 
Linien liegen,“ Gottingen 1888, enthaltenen néheren Ausfiihrungen. 


Zusate zu Seite 154, Zeile 9 von oben. 


Zur Vervollstaindigung dieses Systems von Gleichungen kénnen 
folgende Gleichungen dienen: 


(ss,+1dX = (1—s?)ds+(1—s')ds,, 
(ss, +1) d¥Y = —i(1+si)ds+i1+s") ds,, 
(ss,+1)'dZ = 2s,ds + 2sds,. 


Zusate zu Seite 163, Zeile 13 von oben. 


Durch eine anderweitige Untersuchung hat sich ergeben, dass 
das betrachtete Stiick der Schraubenfliche auch in diesem Grenzfalle 
noch die Eigenschaft hat, kleineren Flacheninhalt zu besitzen, als 
alle demselben hinreichend nahe liegenden, von derselben Randlinie 
begrenzten Flaichenstiicke. Siehe Seite 269 dieses Bandes. 


Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflachen. 


Zusate eu Seite 168, Zeile 9 von oben. 


,Allen Flachen, deren mittlere Kriimmung in jedem ihrer Punkte 
gleich 0 ist, kommt die Higenschaft zu, dass sich Stiicke derselben 
abgrenzen lassen, welche unter allen, je von denselben Randlinien 
begrenzten Flachenstiicken den kleinsten Flacheninhalt besitzen.“ 
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Die Richtigkeit dieser Behauptung kann durch folgenden Beweis 
dargethan werden. 

Es sei P, ein nicht singulérer Punkt eimer krummen Fliche, 
deren mittlere Kriimmung in jedem ihrer Punkte gleich 0 ist. Man 
betrachte ein, den Punkt P, in seinem Inneren enthaltendes Stiick 
dieser Fliche, welches so beschaffen ist, dass es erstens keinen sin- 
guléren Punkt enthalt, zweitens, dass die in den Punkten dieses 
Flichenstiickes nach derselben Seite hin construirten Normalen mit 
der Normale im Punkte P, spitze Winkel einschliessen. 

Man denke sich nun eine Schaar von Flachenstiicken construirt, 
welche aus dem betrachteten Flachenstiicke durch eine Translation 
entsteht, bei welcher alle Punkte desselben gerade Linien beschrei- 
ben, die der im Punkte P, construirten Normale parallel sind. 

Diese Schaar von Flachenstiicken erfiillt einen gewissen Theil A 
des Raumes. 

Hierauf denke man sich ein convexes Polyeder construirt, wel- 
ches den Punkt P, in seinem Inneren enthalt und dessen Oberflache 
ganz im Inneren des Raumtheiles R’ liegt. Der von diesem Polyeder 
begrenzte Theil des Raumes werde mit R bezeichnet. 

_ Der im Inneren des Raumtheiles RF liegende einfach zusammen- 
haingende Theil M des betrachteten Flachenstiickes besitzt kleineren 
Flacheninhalt, als alle einfach zusammenhiingenden, von derselben 
Randlinie begrenzten Flachenstiicke. : 

Der. Beweis fiir die Richtigkeit dieser Behauptung ist ganz ana- 
log dem Beweise, welcher in der Anmerkung zu Seite 152 (siehe 
Seite 324 dieses Bandes) angedeutet ist. 


Zusate eu Seite 175, Abschnitt ILI. 

Gibt man dem Parameter w den Werth m, so gehen 2, y, 2 be-: 
aiehlich in —%, —y, —2 tiber; jedes einfach zusammenhingende Mi- . 
nimalflachenstiick geht also, wenn der Parameter « das Intervall 
O---a durchlauft, in ein anderes tiber, welches dieselbe Gestalt be- 
sitat, wie das Spiegelbild des _urspriinglichen. 

Hieraus ergibt sich der Satz: Jedes einfach zusammenhingende 
Minimalflichenstiick kann durch Biegung auf stetige Weise in die. 
Gestalt seines Spiegelbildes tibergefiihrt werden, so dass dasselbe 
wihrend der Biegung nicht authirt, ein Minimalflachenstiick zu bleiben. 


— Lusate zu. Seite 178. , eRuegedte 
Die Bestimmung der Grosse des Flacheninhalts jedes Westiinnibsn 
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Minimalflichenstiickes M wird durch die an dieser Stelle mitgetheilte 
Formel grundsitzlich auf die Berechnung eines einfachen, lings der 
Begrenzung des Flachenstiickes MZ zu erstreckenden Integrals zuriick- 
gefiihrt. Diese Zurtickfiihrung auf ein einfaches Integral hat der 
Verfasser aus dem in Riemann’s posthumer Abhandlung .,,Ueber: 
die Fliche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung“ (Bern- 
hard Riemann, Gesammelte Werke, Seite 289—291) mitgetheil- 
ten Lehrsatze hergeleitet und eine geometrische Deutung dieses ein- 
fachen Integrals mittelst der Flachenelemente einer Kegelfléche hin- 
zugefiigt. 

Die Betrachtung der Kegelfliche, deren Mittelpunkt mit dem 
Coordinatenanfangspunkte zusammenfallt, gewi&hrt zugleich bei Zu- 
hiilfenahme einer Schaar von Minimalflachenstiicken, welche zu dem 
gegebenen in Bezug auf den Coordinatenanfangspunkt als Aehnlich- 
keitspunkt ihnliche Lage haben, die Méglichkeit, mit fast elementa- 
ren Hiilfsmitteln zu beweisen, dass die Bestimmung des Flachenin- 
halts eines Minimalflichenstiickes allgemein auf die Berechnung 
eines einfachen Integrals 4/coswdf zuriickgefiihrt werden kann, wie 
am Schlusse des Abschnittes IV der Miscellen (siehe Seite 179 die- 
ses Bandes) angegeben worden ist. Hierbei kann zugleich eine von 
Gauss herriihrende Formel (vergl. in Bezug auf diese Formel das 
auf Seite 127 dieses Bandes Gesagte) angewendet werden. 

In der Abhandlung von Michael Roberts Sur les surfaces dont 
les rayons de courbure sont égaux, mais dirigés en sens opposés, Liou- 
ville, Journal de Mathématiques pures ct appliquées, tome XI, p.300—312, 
findet man ebenfalls eine auf die Bestimmung des Flacheninhalts von 
Minimalflachenstiicken sich beziehende Formel (p.804, ligne 4 en 
descendant), in welcher nur einfache Integrale vorkommen. Auf diese 


' Formel findet indessen eine im Art. 2 der posthumen Abhandlung 


Riemann’s tiber Minimalflichen (Bernhard Riemann, Gesam- 
melte Werke, Seite 285, Zeile 7 von oben) enthaltene allgemeine 
Behauptung Anwendung. 

Dass die Bestimmung der Grésse des Flacheninhalts eines Mini- 
malflichenstiickes allgemein auf die Berechnung eines einfachen 
Integrals zuriickgefiihrt werden kann, ergibt sich ohne Weiteres, 
wenn eine von Jellett im Jahre 1853 mitgetheilte Formel auf ein 
Minimalflachenstiick angewendet wird. (J. H. Jellett, Sur la sur- 
face dont la courbure moyenne est constante , Liouville, Journal de Ma- 
thématiques pures et appliquées, tome XVIII, p, 163—167,) 
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Diese Formel besagt Folgendes : 

Es mogen 2, y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen 
Punktes eines Flachenstiickes hezeichnen , wobei die Coordinate ¢ als 
Function der beiden anderen Coordinaten x und y betrachtet werden soll. 
Den Groéssen p, g, 7, 8, t, P, ete E, 7, aS, S ist die durch die 
Gleichungen 


iF 0zZ %, 9208 haar Oe ams ae on az 
Datebaaras 4 ~~ Gy? i are ~ Gndy’ Saeed 
oon, NETS ENE pera 
g= —pP—aVi+p' +@, i —gP—yV1il+p'+¢ 


dS = Vitp’+q@dady, S= { Vi+p'?+ @dady 
erklarte Bedeutung beizulegen. 
In dem angegebenen Doppelintegrale ist die Integration iiber alle 
Elemente des betrachteten Flachenstiickes zu erstrecken. 
Unter diesen Voraussetzungen besteht die Gleichung 


get oe) dedy = P(e + He) 48-248, 


aus welcher sich durch Integration ergibt 


29 =f [Pete ) 8+ | rte—say), 


Hierbei ist das Doppelintegral auf der rechten Seite der vor- 
stehenden Gleichung tiber alle Elemente des betrachteten Flachen- 
stiickes, das einfache Integral in dem aus der Herleitung der For- 
mel sich ergebenden Sinne iiber alle Elemente der memes 
zu erstrecken. 

Wird die vorstehende, von Jellett gegebene Formel auf ein 
Minimatlflachenstiick angewendet, so ergibt sich der angegebene Satz. 

Derselbe Satz kann auch auf folgende Weise bewiesen werden. 
Man denke sich fiir jeden Punkt des betrachteten Flichenstiickes die 
Normale construirt und von diesem Punkte aus nach derselben Seite 
des Flachenstiickes hin eine Strecke von der Linge h abgetragen. 
Wird der kérperliche Inhalt des auf diese Weise entstehenden Kérpers 
mit V bezeichnet, so ergibt sich 
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erator ve ff Geta as+ae f fae 8 


Andererseits ergibt sich’ fiir dieselbe Grésse V der Ausdruck 


Bese th Jf? Ger +a aster f [aot 
ene eds 
+a f [+g esi f fz Teh 


IVES, 7 Kae) sare 
+h f Ly 2\+ 4h x zg = 
| da dy dz Al 


In dieser Gleichung bedeuten X, Y, Z die Cosinus der Winkel, 
welche die Normale der Flaiche mit den Richtungen der Coordinaten- 
axen einschliesst. Die Grésse P hat den Werth P = Xa+ Yy+ Zaz. 
Die Doppelintegrale sind iiber alle Elemente des betrachteten Flachen- 


‘Stiickes, die einfachen Integrale sind iiber alle Elemente der Begren- 


zungslinie desselben zu erstrecken. 
Dureh Vergleichung der Coefficienten der mit h und mit h? mul- 
tiplicirten Glieder ergeben sich die Gleichungen 


s— f fre +z) as+f 
es pe= ze 


; ; Mh aeP if 
Von diesen beiden Gleichungen ergibt die erste, wenn =- R +—- R, == 0) 


AP re, 
EY #2 
dx dy dz 
An eae, 
Da Ue 
aX dY dZ 


) 


gesetzt wird, die auf Seite 178 dieses Bandes aieconene Pore 
fiir den Flacheninhalt eines Minimalflichenstiickes. 

Die zweite Gleichung, welche als eine Verallgemeinerung einer 
anderen in derselben J ellettschen Abhandlung mitgetheilten Gleichung 
angesehen werden kann, fiihrt zu dem Ergebniss, dass fiir jedes 
Minimalflachenstiick die Berechnung des Werthes des Doppelintegrals 


ii fz Eon allgemein auf die Berechnung des Werthes eines einfachen 


ay Seca “zuriickgeftihrt werden kann. 
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Zusatz zu Seite 179, Abschnitt V. 


Man vergleiche hiermit die ausfiihrliche Darstellung, welche Herr 
G. Darboux iiber dieselbe Untersuchung gegeben hat. (G. Dar- 
boux, Lecons sur la théorie générale des surfaces et les applications 
géeométriques du calcul infinitésimal, Premiére Partie, Livre III, Chap. VIU, 
p. 388—404, Paris 1887.) 


Zu Seite 183, Zeile 6 von unten. 


Die Frage nach der niedrigsten Klassenzahl fiir reelle algebraische 
Minimalflachen ist von Herrn L. Henneberg beantwortet worden. 
Siehe die Abhandlung desselben: Bestimmung der niedrigsten Klassen- 
zahl der algebraischen Minimalflichen, Annali di Matematica pura ed 
applicata II* serie, tomo IX°, p. 54—57. Man vergleiche auch die 
Abhandlung des Herrn 8. Lie: Beitrige zur Theorie der Minimal- 
flichen, Mathematische Annalen, Band 14, Seite 354, und die Abhand- 
lung des Herrn R. Sturm: Rein geometrische Untersuchungen tiber 
algebraische Minimalflichen, Journal fiir reine und argewandte Mathe- 
matik, Band 105, Seite 117. 

Die Frage nach der niedrigsten Ordnungszahl fiir reelle alge- 
braische Minimalfldchen ist von Herrn S. Lie der Beantwortung 
naher gebracht worden. Siehe die vorhin angefiihrte Abhandlung 
desselben a. a. O. Seite 395. 


Zusate zu den Seiten 186 und 187. 


Siehe Seite 200 und Seite 220 dieses’ Bandes. 

Die Aufgabe: Alle Minimalflichen zu bestimmen, welche eine 
Schaar reeller Kreise enthalten, gestattet folgende Lisung. 

In Folge der Eigenschaft der gesuchten Minimalflachen, eine 
Schaar reeller algebraischer Curven zu enthalten, ist die Function 
%(s) fiir jede derselben eine algebraische Function des Argumentes s. 
Hieraus ergibt sich zundchst der leicht zu beweisende Satz, dass — 
jede der gesuchten Minimalflachen von der unendlich fernen Ebene 
des Raumes iiberhaupt nur in geraden Linien geschnitten werden 
kann, dass insbesondere keine dieser Flachen den unendlich fernen 
imagindren Kreis der Kugel enthalt. Da nun die beiden unendlich 
fernen Punkte jedes Kreises auf dem unendlich fernen Kugelkreise — 
liegen, und da diese analytische Linie eine unzerlegbare Curve 
zweiten Grades ist, so kénnen die unendlich fernen Punkte der Kreise, 
welche auf einer der gesuchten Minimalflichen liegen, eine unendlich 
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ferne Linie der Flache nicht erzeugen. Je zwei unendlich benach- 
barte Kreise der Schaar miissen daher dieselben unendlich fernen 
Punkte besitzen. Mit anderen Worten: Je zwei unendlich benachbarte 
Kreise der Schaar miissen in parallelen Ebenen liegen. Hieraus ergibt 
sich, dass jede der gesuchten Minimalflichen lings jedes Kreises der 
Schaar von einem Kegel oder Cylinder zweiten Grades beriihrt wird. 
Durch diese Higenschaft ist aber die Gesammtheit aller Minimalflichen, 
welche eine Schaar reeller Kreise enthalten, bestimmt. (Siehe Seite 200 
dieses Bandes.) 

[Man vergleiche den zuerst von Herrn Geiser fiir algebraische 
Minimalflaichen ausgesprochenen Satz (Mathematische Annalen, Band 3, 
S. 580—534), welcher -fiir alle Minimalflachen, die eine Schaar reeller 
algebraischer Curven enthalten, mit der niaheren Bestimmung gilt, 


_dass keine dieser Flichen mit der unendlich fernen Ebene des Rau- 


mes.den unendlich fernen Kugelkreis gemeinsam hat.] 

Ebenso kann die Aufgabe gestellt werden: Alle Minimalflichen 
zu bestimmen, welche eine Schaar reeller Parabeln enthalten. Alle 
bis jetzt bekannten Minimalfléichen, welche eine Schaar reeller Para- 
beln enthalten, werden lings jeder Parabel der Schaar von einem 


Cylinder beriihrt. Herr Studiosus Peche hat dem Verfasser einen 


Beweis fiir den Satz mitgetheilt, dass jede Minimalfliche, welche eine 
Schaar reeller Parabeln enthilt, die angegebene EHigenschaft besitzt. 
Durch diese Eigenschaft ist die Gesammtheit aller Minimalflachen, 
welche eine Schaar reeller Parabeln enthalten, bestimmt. Jede Mini- 


malflache nimlich, welche eine reelle Parabel enthalt und langs der- 


selben von einem Cylinder beriihrt wird, hat die Eigenschaft, eine 
Schaar reeller Parabeln zu enthalten. 
Man kann diese Flichen ohne Ausnahme durch einen angemesse- 


. nen Grenziibergang aus denjenigen Minimalflichen erhalten, welche 


yon einer Schaar von Kegeln zweiten Grades umhiillt werden. 

Zu den Minimalflichen, welche eine Schaar reeller Parabeln ent- 
halten, gelangte Enneper, von der Aufgabe ausgehend: Alle Mini- 
malflichen zu bestimmen, welche die Higenschaft besitzen, dass bei 
der durch parallele Normalen vermittelten conformen Abbildung der 
Minimalflache auf die Kugel den Meridianen der Kugelflache eine 
Schaar von ebenen Curven der Minimalfliche entspricht. 

(A. Enneper: Ueber Flichen mit besonderen Meridiancurven, 
Abhandlungen der. Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gottingen, Band 29, Seite 49—50.) 
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Bei geeigneter Wahl des Coordinatensystems wird fiir diese 
Minimalflachen die Function §(s) dureh die Gleichung 


bestimmt, in welcher a und b zwei reelle Constanten bezeichnen. Die 
Ebenen der Parabeln schliessen bei jeder von diesen Minimalflachen 
mit einer festen Ebene einen Winkel von constanter Grésse ein. 

Man vergleiche die Abhandlung des Herrn Hjalmar Tallqvist 
Construction eines Modelles einer speciellen Minimalfliche.* (Ofver- 
sigt af Finska Vetenskaps-Societetens Férhandlingar, B. 31.) 

Zu Seite 188,- Linde des Abschuittes 1X. 

Siehe Seite 224—240 dieses Bandes. 

Ueber diejenigen Minimalflachen, welche von einer Schaar 
von Kegeln zweiten Grades eingehtillt werden. 


Zu Seite 200, Zeile 9—25 von oben. 


Siehe den Zusatz zu den Seiten 186—187 auf Seite 330 die- 
ses Bandes. 


Ueber einige nicht algebraische Minimalflachen, welche 
eine Schaar algebraischer Curven enthalten. 


Zu Seite 209, Zeile 1 von oben. 


Siehe Seite 285 des zweiten Bandes der vorliegenden Ausgabe. 


Ueber ein die Flichen kleinsten Flicheninhalts betref-— 
fendes Problem der Variationsrechnung. | 
Lusate zu den Setten 229—234, 
Der Fundamentalsatz 
F—S = [f(1—coso)dF a 


kann auch wie folgt analytisch bewiesen werden. a ie Gs 
Es bezeichne (#,y,2) einen Zweig einer analytischen Function 
der rechtwinkligen Coordinaten w,y,¢ des Punktes P, eindeutig erklart. 
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mit dem Charakter einer ganzen Function fiir alle, einem gewissen 
Theile R des Raumes angehérenden Punkte P. 
Es bezeichne ¢ einen variablen Parameter und es sei 


p(2,y,2) = 8 


die Gleichung einer Schaar von Flachenstiicken derselben constanten 
mittleren Kriimmung. 

Der angegebenen Voraussetzung zufolge geht durch jeden Punkt 
P des Raumtheiles. R ein einziges Flachenstiick der Schaar hindurch. 


Wird 


0 3 
op Phe) = Pi(%Y,2) = W,, 
Ge: 4) ‘ 
eye?) = P2(X,Y; 2) = 925 


a) , 
ap Pl, 4) pe D3 (4, Y, 2) = P55 


Xo Q, a Ps ee Z= Ps —— 
oes 2 oe NAT aa pepe RRO Fess <MRO tn VO ib eee 
Voi t+ p+ 93 Voi+¢i+¢% Voi + + 9; 
gesetzt, so besteht fiir alle, dem Gebiete R angehérenden Punkte P 
die Gleichung 
Pig eZ 
Ox oy 04 


wo A eine Constante bezeichnet. 

Es bezeichne 

RF’ einen von einer endlichen Anzahl von Stiicken analytischer 
Flachen begrenzten Theil des Gebietes f, 

V' das Volumen desselben, 

F’ den Flacheninhalt der Oberfliche des Gebietes R’, 

dV’ = daxdydz die Griésse eines Elementes des Volumens VY’, 

dE’ den Flicheninhalt eines Elementes der Oberflache des Ge- 
bietes R’, 

Die Grésse w werde erklirt als der Winkel, den die nach aussen 
gerichtete Normale in einem Punkte der Oberfliche des Gebietes R’ 
mit der positiven Richtung der Normale des durch denselben Punkt 
hindurchgehenden Flichenstiickes der betrachteten Schaar einschliesst. 

Aus der Gleichung 


ol fox & EX, eZ 
Adv! = ee ie =) dav dy de 
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ergibt sich durch Integration tiber alle Elemente des Gebietes R’ die 


Gleichung 
RN lepers [feos dk", 


wobei auf der rechten Seite dieser Gleichung die Integration tiber 
alle Elemente dF’ der Oberflache des Gebietes R’ auszudehnen ist. 

Es kann nun der Fall eintreten, dass ein Theil der Oberflache 
des Gebietes R’ von einem Fliachenstiicke S der betrachteten Schaar 
eebildet wird, wahrend lings dieses Theiles der Oberfliche des Ge- 
bietes R’ der Winkel m den Werth 0 hat. Wird mit dF” ein Element 
desjenigen Theiles F” der Flache F’ bezeichnet, welches tibrig bleibt, 
wenn das Flichenstiick S von der Oberfliche F’ weggenommen wird, 
so ergibt sich, wenn die Grésse des Flaicheninhalts des Flachenstiickes 
S ebenfalls mit S bezeichnet wird, 


AV’ =S + [[ cose dk”. 


Bezeichnet nunmehr dF den Flacheninhalt.eines Elementes eines 
dem Flichenstiicke S benachbarten Flachenstiickes F, welches 
1) innerhalb des Gebietes R liegt, 
2) von derselben Linie L begrenzt wird, von welcher das Flachen- 
stiick S begrenzt wird, und welches 
3) die Eigenschaft besitzt, mit Hinzunahme der Flache F” ein 
Volumen von der Grésse V’ zu begrenzen, 


so ergibt sich 

ares + ff cosa dF", 
~und durch Subtraction 
SS if ff cosadk, 


Folglich besteht, wenn die Grosse des Flacheninhalts des Flachen- 
stiickes F ebenfalls mit F bezeichnet wird, der Satz 


F-—S = [{A—cosw) dF. 


Zu diesem Beweise ist Folgendes zu bemerken: 

; Fiir den Fall, dass die constante mittlere Kriimmung der Flachen- 
stiicke der betrachteten Schaar den Werth 0 hat, ist der Grésse a 
der Werth 0 beizulegen und die dritte der shigabebaiten Bedingungen 
fortzulassen; es ergibt sich dann aus dem Vorstehenden ein neuer 
Beweis fiir den auf Beite, 227, Zeile 1 von oben, tee Fun- 
damentalsatz. 
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Ist hingegen die constante mittlere Kriimmung der Flachenstiicke 
der betrachteten Schaar nicht gleich 0, so ergibt sich aus dem Vor- 
stehenden ein Beweis fiir einen neuen, die Flachen constanter mitt- 
lerer Kriimmung betreffenden Lehrsatz. 

»Das betrachtete, von der Linie L begrenzte, einer Flache con- 
stanter mittlerer Kriimmung angehiérende Flachenstiick 8, welches unter 
Zuhiilfenahme eines beliebigen, von derselben Linie L begrenzten 
Flachenstiickes EF” einen kérperlichen Raum yon dem Volumen V’ 
begrenzt, besitzt kleineren Flicheninhalt, als alle anderen, dem 
Flachenstiick S hinreichend nahe liegenden, von derselben Randlinie L 
begrenzten Flachenstiicke F, welche unter Hinzunahme des Flachen- 
stiickes F” einen korperlichen Raum von demselben Volumen V’ be- 
_ grenzen.“ ; 

Man kann nun folgende Frage aufwerfen. 

Eine Flache constanter mittlerer Kriimmung sei gegeben. 

Die Begrenzungslinie L eines bestimmten, einfach zusammen- 
hangenden Stiickes S dieser Flache sei zugleich die Begrenzungslinie 
eines zweiten, einfach zusammenhingenden Flichenstiickes F”, welches 
ausser den Punkten der gemeinsamen Begrenzungslinie L mit dem 
Flachenstiicke S keinen Punkt gemeinsam hat, im Uebrigen aber 
keiner Beschrainkung unterliegt. 

Die Grosse des Volumens des von den Flachenstiicken S und F” 
begrenzten k6rperlichen Raumes werde mit V bezeichnet. 

Man betrachtet alle einfach zusammenhiingenden, von einer end- 
lichen Anzahl von Stiicken analytischer Flichen gebildeten, dem 
- Flachenstiicke S hinreichend nahe liegenden, von der Randlinie L 
begrenzten Flachenstiicke F, welche mit dem Flachenstiicke F” zusam- 
men einen kérperlichen Raum begrenzen, dessen Volumen die Grosse 
V hat. a 

Unter welchen Bedingungen besitzt das betrachtete Flachenstiick 
S kleineren Flaicheninhalt als alle tibrigen, den angegebenen Bedin- 
gungen gentigenden Flichenstiicke F ? 

Eine erschépfende Antwort auf diese Frage ist meines Wissens 
bisher noch nicht gegebengvorden. Durch die angefiihrte Schlussweise 
wird die angegebene Frage wenigstens fiir einen Theil der in Be- 
tracht kommenden Falle in bejahenden Sinne beantwortet. Insbeson- 
dere besitzt das Flichenstiick S stets dann die angegebene Kigen- 
schaft des Minimums, wenn das sphirische Bild des Flachenstiickes 5 
ganz in dem Inneren einer Halbkugel Platz findet, . 


Pa 
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Zusate zu Seite 241. Zweiter Theil. 

Die in dem zweiten Theile dieser Abhandlung mitgetheilten Unter- 
suchungen haben durch Herrn E. Picard eine bemerkenswerthe Aus- 
dehnung erfahren. Man sehe dessen Abhandlung: ,,Sur wne classe d’équa- 
tions linéaires aux dérivées partielles du second ordre,“ Acta mathematica, 
tome XII, p. 323338, sowie die in den Comptes rendus des séances 
de l’Académie des sciences de Paris, Deuxiéme semestre 1889, p. 499— 
501, enthaltene Mittheilung desselben Gelehrten: Sur la détermination 
des intégrales de certaines équations aux dérivées partielles par leurs va- 


leurs sur un contour.“ 


Zusate zu Seite 268, Zeile 16 von oben. 

Ein ganz im Endlichen liegendes, zweifach zusammenhadngendes 
Stiick MM einer Minimalfliche, welche von einer Schaar von Kegeln 
zweiten Grades eingehiillt wird, sei so beschaffen, dass langs jeder 
der beiden Begrenzungslinien desselben die Fliiche von je einer Ke- 
gelflache der Schaar beriihrt wird. 

Die Untersuchung, unter welchen Bedingungen dieses Flachen- 
stiick kleineren Flacheninhalt besitzt, als jedes andere, demselben 
hinreichend nahe liegende und von denselben Begrenzungslinien be- 
grenzte Flachenstiick, kann wie folgt gefiihrt werden. 

Auf Grund der, auf den Seiten 192—198 dieses Bandes mitge- 
theilten Formeln gehe man von dem betrachteten zweifach zusam- 
menhingenden Minimalflichenstiicke M zu dem sphirischen Bilde 
desselben und von diesem zu der conformen Abbildung des Fla&chen- 
stiickes M auf die Ebene (w) tiber, deren Punkte die Werthe der 
complexen Grosse w = u+vi geometrisch darstellen. 

Ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit der Untersuchung kann 
man annehmen, dass das dem Flachenstiicke M entsprechende Gebiet 
der Ebene (w) von einem Parallelstreifen ; 

v SS 0" 
gebildet wird, wobei 
—-K’<v<0<v=< kK’. 

Hierauf gehe man zu einer speciellen Minimalflache der auf 8.197 
und 8.198 dieses Bandes betrachteten von drei Parametern a, B, v 
abhangenden Schaar yon Minimalflachen iiber, indem man 


a=0, B=0, y=1 
setzt. Diese specielle Minimalflache hat die Eigenschaft, dass die Mit- 
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telpunkte aller der betrachteten Schaar angehdrenden Kegelflachen auf 
einer Geraden, namlich auf der Geraden x = 0, y, = 0 liegen. 

Das dem betrachteten Minimalflichenstiicke M entsprechende, der 
zuletzt betrachteten “ speciellen Minimalflache angehérende Flachen- 
stiick mége mit Mt bezeichnet werden. 

Wenn nun die dritten Coordinaten der Mittelpunkte der den 
Werthen » = ov’, v = v” entsprechenden einhiillenden Kegel bezieh- 
lich mit 2) und 2’ bezeichnet werden, wenn also 


.cnvidnevt __, 


lL envidnv"t 
v'%idne 
a = ~E(v'i)-i =—, & ssn 
a snv't 


sn v7 


= + E')-i 


gesetzt wird (siehe 8.197, Zeile 5 von oben), so sind drei Faille 
moglich : 


(Ri ee ae Oe a ee ee 


0) 0 


In dem ersten dieser drei Falle schneiden alle Tangentialebenen 
des Flachenstiickes it die z-Axe ausserhalb der Strecke e4i<z2<2/. 
Jeder dieser Strecke angehérende Punkt hat daher von allen Tan- 
gentialebenen des Minimalflichenstiickes {t einen von 0 verschiede- 
-nen Abstand und es besitzt daher — siehe den auf Seite 188 und 
auf Seite 239 dieses Bandes ausgesprochenen Lehrsatz — das Mini- 
malflichenstiick M ein Minimum des Flacheninhalts. 

Der zweite der angegebenen drei Falle entspricht dem auf 
Seite 240 dieses Bandes unter II angegebenen Grenzfalle. (Siehe 
auch Seite 158 und Seite 265 dieses Bandes.) 

In diesem Falle besitzt das Minimalflichenstiick Qt nicht ein 
Minimum des Flacheninhalts. Das Minimalflachenstiick MM besitzt, 
insofern auf dasselbe die auf Seite 267 dieses Bandes angegebene 
Schlussfolgerung Anwendung findet, ebenfalls nicht ein Minimum des 
Flacheninhalts. Die beiden Kegelflachen, welche das Minimalflachen- 
stiick M lings der Begrenzung desselben beriihren, bilden zusammen- 
genommen fiir das Minimalflichenstiick MM die auf Seite 266 dieses 
Bandes in Betracht gezogene Hiillflache ®. 

Der dritte der angegebenen drei Falle entspricht dem auf den 
Seiten 159 und 240 dieses Bandes in Betracht gezogenen dritten 
Falle; es tritt daher in diesem Falle ein Minimum des Flacheninhalts 


nicht ein. 


In Folge des Umstandes, dass die Entscheidung dariiber, wel- 


Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, I. 22, 
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cher von den drei Fallen eintritt, nur abhaingt von den Coordinaten 
zi und 2? der Mittelpunkte derjenigen beiden Kegel, von denen das 
betrachtete Minimalflachenstiick. MZ langs seiner Begrenzung beriihrt 
wird, kann dieser Entscheidung folgende geometrische Form gegeben 
werden. 

Man denke sich zwei, von den Mittelpunkten P{ und Pf der den 
Werthen v = v’, v =v" entsprechenden Kegel ausgehende, der z- 
Axe des Coordinatensystems parallele Strahlen P/Q’ und P{Q"” con- 
struirt. Es werde festgesetzt, dass die Richtung des Strahles Pj Q’ 
mit der negativen, die Richtung des Strahles. P{Q” mit der po- 
sitiven Richtung der z-Axe iibereinstimmen soll. 

Beide Strahlen fallen mit den ausgezeichneten Hauptaxen der 
betrachteten beiden Kegel zusammen. 

Denkt man sich nun die beiden Mittelpunkte P/ und P? durch 
eine geradlinige Strecke verbunden, so hat der Linienzug Q’ P} Pf Q" 
eine der folgenden drei Gestalten : 


Fig. 65. . Fig. 66. Fig. 67. 
i : Q" he 
re Py 
P, —_____ Pp" 
Py a i 
Q' Q’ Q 
iE i. Ts 
Jenachdem die Winkel Q’ P{ Pi und P/ P’Q" ’ 
spitze, rechte, oder stumpfe 


Winkel sind, tritt der erste, der zweite, oder der dritte der drei 
angefiihrten Fille ein. 

Fiir den Fall des Catenoids fallen die beiden Strahlen P'Q’ und 
P,Q” in dieselbe Gerade, namlich in die Rotationsaxe des Cate- 
noids, und es geht das angegebene Unterscheidungsmerkmal genau 
in dasjenige tiber, welches fiir Zonen des Catenoids zuerst von Herrn 
Lindeléf angegeben worden ist. 
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